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ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé çàâèñèìîñòè

Ãðèáîâñêàÿ Í.Ñ. (Èíñòèòóò ñèñòåì èíôîðìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ)

Âèðáèöêàéòå È.Á. (Èíñòèòóò ñèñòåì èíôîðìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ)

Ðåâåðñèâíûå (îáðàòèìûå) âû÷èñëåíèÿ � ýòî íîâàÿ ïàðàäèãìà, êîòîðàÿ ðàñøèðÿ-

åò òðàäèöèîííóþ îðãàíèçàöèþ âû÷èñëåíèé âîçìîæíîñòüþ èõ âûïîëíåíèÿ â îáðàòíîì

íàïðàâëåíèè. Ñòðóêòóðû ñîáûòèé, ÿâëÿþùèåñÿ îäíîé èç öåíòðàëüíûõ ìîäåëåé ïàðàë-

ëåëüíûõ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîöåññîâ, øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ

âçàèìîñâÿçåé ìåæäó ðàçëè÷íûìè ìîäåëÿìè ïàðàëëåëèçìà. Â ëèòåðàòóðå âûäåëÿþòñÿ

äâà ìåòîäà ðàçðàáîòêè ñåìàíòèêè ñèñòåì ïåðåõîäîâ äëÿ ìîäåëåé ñòðóêòóð ñîáûòèé. Â

ïåðâîì ìåòîäå ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê êîíôèãóðàöèè (íàáîðû ñîáûòèé, êîòî-

ðûå óæå ïðîèçîøëè â ñòðóêòóðå), à ïåðåõîäû ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ñòðîÿòñÿ, íà÷èíàÿ ñ

íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè è ðàñøèðÿÿ êîíôèãóðàöèè çà ñ÷¼ò ïðîèçîøåäøèõ ñîáûòèé.

Âî âòîðîì ìåòîäå ñîñòîÿíèÿ ïîíèìàþòñÿ êàê îñòàòî÷íûå ñòðóêòóðû (ôðàãìåíòû ìî-

äåëè, êîòîðûå îñòàëèñü ïîñëå óäàëåíèÿ èç íå¼ óæå ïðîèçîøåäøèõ è êîíôëèêòóþùèõ

ñîáûòèé), à ïåðåõîäû ñîçäàþòñÿ ïî ìåðå ïîñòðîåíèÿ îñòàòî÷íûõ ñòðóêòóð.

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ âçàèìîñâÿçåé äâóõ òèïîâ

ñèñòåì ïåðåõîäîâ, ïîñòðîåííûõ èç ðåâåðñèâíûõ ïåðâè÷íûõ ñòðóêòóð ñîáûòèé ñ îò-

ìåíÿåìûìè ñîáûòèÿìè è ñ ñîõðàíåíèåì ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé çàâèñèìîñòè ìåæäó

ñîáûòèÿìè. Óñòàíàâëèâàåòñÿ ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ áèñèìóëÿöèîííîé ýêâèâàëåíòíîñòè

ìåæäó òàêèìè ñèñòåìàìè ïåðåõîäîâ â êîíòåêñòå èñòèííî-ïàðàëëåëüíîé (øàãîâîé) ñå-

ìàíòèêè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñòðóêòóð ñîáûòèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòðóêòóðû ñîáûòèé, îòìåíÿåìûå ñîáûòèÿ, ñèñòåìû ïåðåõîäîâ,

÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, èñòèííûé ïàðàëëåëèçì, áèñèìóëÿöèÿ

1. Ââåäåíèå

Ðåâåðñèâíûå (îáðàòèìûå) âû÷èñëåíèÿ, øèðîêî èçó÷àåìûå â ïîñëåäíèå ãîäû, ïðåäñòàâ-

ëÿþò ñîáîé íåòðàäèöèîííóþ ôîðìó âû÷èñëåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü âûïîëíåíû êàê â

ïðÿìîì, òàê è â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé, âûïîëíÿå-

ìûõ ñèñòåìîé, âïîñëåäñòâèè ìîæåò áûòü îòìåíåíà ïî êàêîé-ëèáî ïðè÷èíå (íàïðèìåð, â

ñëó÷àå îøèáêè), ÷òî ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü ïðåäûäóùèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, êàê åñëè
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áû îòìåíåííûå äåéñòâèÿ âîîáùå íå âûïîëíÿëèñü. Îáðàòèìûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâëåêàþò

èíòåðåñ áëàãîäàðÿ ñâîèì ïðèìåíåíèÿì âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ, âêëþ÷àÿ: àíàëèç ïðîãðàìì è

îòëàäêó [25], àáñòðàêöèè ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ íàäåæíûõ ñèñòåì [12, 27], ìîäåëèðîâàíèå

áèîõèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ [22], ïðîåêòèðîâàíèå àïïàðàòóðû è êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ [13]

è ò.ä.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðåâåðñèâíûå âû÷èñëåíèÿ â ïàðàëëåëüíûõ/ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòå-

ìàõ èìåþò ìíîãî ïåðñïåêòèâíûõ ïðèìåíåíèé, òàêèå âû÷èñëåíèÿ ñîïðÿæåíû ñî ìíîãèìè

êîíöåïòóàëüíûìè è òåõíè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè. Îäíà èç íàèáîëåå ñóùåñòâåííûõ ïðîáëåì

êàñàåòñÿ ìåòîäîâ, êîòîðûå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü äëÿ îáåñïå÷åíèÿ êîððåêòíûõ âû÷èñëåíèé

â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Íåäàâíî áûëî âûÿâëåíî íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ îòìåíû

âû÷èñëåíèé. Íàèáîëåå çàìåòíûìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ îáðàòíîå îòñëåæèâàíèå, îáðàòèìîñòü

ñ ó÷åòîì ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé çàâèñèìîñòè (ÏÑÇ) ìåæäó äåéñòâèÿìè ñèñòåìû, à òàêæå

îáðàòèìîñòü áåç ó÷¼òà òàêîé çàâèñèìîñòè. Ýòè ñïîñîáû îòëè÷àþòñÿ ïîðÿäêîì âûïîëíå-

íèÿ äåéñòâèé â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ïîä îáðàòíûì îòñëåæèâàíèåì îáû÷íî ïîíèìàåòñÿ

ñïîñîáíîñòü îòìåíÿòü äåéñòâèÿ, ñòðîãî ñîáëþäàÿ ïîðÿäîê, â êîòîðîì îíè áûëè âûïîëíå-

íû. Îáðàòèìîñòü ñ ó÷åòîì ÏÑÇ â ïàðàëëåëüíûõ ñèñòåìàõ îçíà÷àåò, ÷òî äåéñòâèÿ, êîòî-

ðûå ÿâëÿþòñÿ ïðè÷èíîé äëÿ äðóãèõ äåéñòâèé, ìîãóò áûòü îòìåíåíû òîëüêî ïîñëå òîãî,

êàê ýòè äðóãèå äåéñòâèÿ áóäóò îòìåíåíû ïðåæäå, è ÷òî íåçàâèñèìûå äðóã îò äðóãà (ïà-

ðàëëåëüíûå) äåéñòâèÿ ìîãóò áûòü îòìåíåíû â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Îáðàòèìîñòü áåç

ó÷åòà ÏÑÇ, íàèáîëåå õàðàêòåðíàÿ äëÿ áèîõèìè÷åñêèõ ñèñòåì, íå ñîõðàíÿåò ÏÑÇ. Âçàè-

ìîäåéñòâèå ìåæäó îáðàòèìîñòüþ è ïàðàëëåëèçìîì øèðîêî èçó÷àëîñü â ðàçëè÷íûõ ìî-

äåëÿõ: ñèñòåìàõ ïàðàëëåëüíîé ïåðåçàïèñè [1], êëåòî÷íûõ àâòîìàòàõ [20], àëãåáðàè÷åñêèõ

èñ÷èñëåíèÿõ ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ [12, 24], ñåòÿõ Ïåòðè [6, 14, 29], ñòðóêòóðàõ ñîáûòèé

[28, 32, 34], ìåìáðàííûõ ñèñòåìàõ [33] è ò.ä.

Ñòðóêòóðû ñîáûòèé � îäíà èç öåíòðàëüíûõ ìîäåëåé â òåîðèè ïàðàëëåëèçìà. Ïåðâî-

íà÷àëüíî ñòðóêòóðû ñîáûòèé áûëè ïðåäëîæåíû Âèíñêåëåì â åãî äèññåðòàöèè [35] è ðàñ-

ñìàòðèâàëèñü êàê ïðîìåæóòî÷íàÿ àáñòðàêöèÿ ìåæäó äîìåíàìè Ñêîòòà (ò.å. äåíîòàöèîí-

íîé ìîäåëüþ) è ñåòÿìè Ïåòðè (ò.å. îïåðàöèîííîé ìîäåëüþ). Ïî ñóòè, ñòðóêòóðû ñîáûòèé

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàáîðû ñîáûòèé ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ êîí-

ôëèêòóþò äðóã ñ äðóãîì (ò.å. âûïîëíåíèå îäíîãî ñîáûòèÿ çàïðåùàåò âûïîëíåíèå äðóãèõ

ñîáûòèé), â òî âðåìÿ êàê äðóãèå ñîáûòèÿ íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè ÏÑÇ (ò.å. ñîáûòèå íå

ìîæåò áûòü âûïîëíåíî, åñëè åìó íå ïðåäøåñòâîâàëè äðóãèå ñîáûòèÿ), è ñîáûòèÿ, êî-
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òîðûå íå ñâÿçàíû íè îòíîøåíèåì ÏÑÇ, íè îòíîøåíèåì êîíôëèêòà, ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê

íåçàâèñèìûå (ïàðàëëåëüíûå). Ïåðâè÷íûå ñòðóêòóðû ñîáûòèé � ýòî ìîäåëü ïàðàëëåëüíûõ

íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîöåññîâ, â êîòîðîé îòíîøåíèå ÏÑÇ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì

ïîðÿäêîì, à êîíôëèêò ìåæäó ñîáûòèÿìè íàñëåäóåòñÿ ïî ÏÑÇ.

Èçâåñòíî, ÷òî óñòàíîâëåíèå âçàèìîñâÿçåé ìåæäó ìîäåëÿìè ñèñòåì ïåðåõîäîâ è ñòðóê-

òóð ñîáûòèé ñïîñîáñòâóåò èçó÷åíèþ è ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ àíàëèçà è âåðèôèêàöèè

ïîâåäåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ ñèñòåì. Ðàçëè÷àþò äâà ìåòîäà îáåñïå÷åíèÿ ñåìàíòèêè ñèñòåì ïå-

ðåõîäîâ äëÿ ñòðóêòóð ñîáûòèé. Â ïåðâîì ìåòîäå (ñì. [2, 3, 15, 19, 21, 35, 36] ñðåäè ïðî÷åãî)

ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íàáîðû óæå ïðîèçîøåäøèõ ñîáûòèé, íàçûâàåìûå êîíôè-

ãóðàöèÿìè, à ïåðåõîäû ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ñòðîÿòñÿ, íà÷èíàÿ ñ íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè

è ðàñøèðÿÿ êîíôèãóðàöèè çà ñ÷åò ïðîèçîøåäøèõ ñîáûòèé. Âî âòîðîì, áîëåå `ñòðóêòóð-

íî-êîìïîçèöèîííîì' ìåòîäå (ñì., â ÷àñòíîñòè, [5, 9, 11, 21, 23]), ñîñòîÿíèÿ ïîíèìàþòñÿ

êàê îñòàòî÷íûå ÷àñòè ñòðóêòóðû, ïîëó÷àåìûå ïîñðåäñòâîì óäàëåíèÿ óæå ïðîèçîøåäøèõ

è êîíôëèêòóþùèõ ñîáûòèé, ïðè ýòîì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå � ýòî èñõîäíàÿ ñòðóêòóðà

ñîáûòèÿ, ïåðåõîäû ñîçäàþòñÿ ïî ìåðå ïîñòðîåíèÿ îñòàòî÷íûõ ñòðóêòóð. Â ëèòåðàòóðå ñè-

ñòåìû ïåðåõîäîâ, îñíîâàííûå íà êîíôèãóðàöèÿõ, àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ñåìàíòèêè è ýêâèâàëåíòíîñòåé ïàðàëëåëüíûõ ìîäåëåé, à ñèñòåìû ïåðåõîäà, îñíîâàííûå íà

îñòàòî÷íûõ ñòðóêòóðàõ, ïðåèìóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ îïåðàöèîííîé

ñåìàíòèêè àëãåáðàè÷åñêèõ èñ÷èñëåíèé ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ è äåìîíñòðàöèè ñîãëà-

ñîâàííîñòè îïåðàöèîííîé è äåíîòàöèîííîé ñåìàíòèê. Âçàèìîñâÿçè ìåæäó ýòèìè äâóìÿ

òèïàìè ñèñòåì ïåðåõîäîâ âïåðâûå èçó÷àëèñü â ñòàòüå [26] äëÿ íàèáîëåå ïðîñòîé ìîäåëè �

ïåðâè÷íûõ ñòðóêòóð ñîáûòèé, à çàòåì â ñòàòüÿõ [7] è [8] � äëÿ øèðîêîãî ñïåêòðà ìîäåëåé

ñòðóêòóð ñîáûòèé ñ àñèììåòðè÷íûì è ñèììåòðè÷íûì êîíôëèêòîì ñîîòâåòñòâåííî.

Ðåâåðñèâíûå ñòðóêòóðû ñîáûòèé ðàñøèðÿþò ìîäåëè ñòðóêòóð ñîáûòèé, ÷òîáû ïðåä-

ñòàâëÿòü îáðàòèìûå ïàðàëëåëüíûå ïðîöåññû, ñïîñîáíûå îòìåíÿòü âûïîëíåííûå äåéñò-

âèÿ, ïîçâîëÿÿ êîíôèãóðàöèÿì èçìåíÿòüñÿ ïóòåì íå òîëüêî äîáàâëåíèÿ ïðîèçîøåäøèõ

ñîáûòèé, íî èõ óäàëåíèÿ. Â ðàáîòàõ [32, 34] Ôèëëèïñ è äð. îïðåäåëèëè ó÷èòûâàþùèå è

íåó÷èòûâàþùèå ÏÑÇ ìîäåëè ïåðâè÷íûõ [32], àñèììåòðè÷íûõ [32, 34] è îáîáùåííûõ [34]

ñòðóêòóð ñîáûòèé è ïîêàçàëè ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èõ êîíôèãóðàöèÿìè è êîíôèãóðàöèÿìè

òðàäèöèîííûõ (áåç îòìåíÿåìûõ ñîáûòèé) ìîäåëåé. Â ñòàòüå [17] Ãðàâåðñåí è äð. ïðåäñòà-

âèëè êàòåãîðèè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ðåâåðñèâíûõ ñòðóêòóð ñîáûòèé, âêëþ÷àÿ óïîìÿíóòûå

âûøå, è ïîñòðîèëè ôóíêòîðû ìåæäó ýòèìè êàòåãîðèÿìè. Â ðàáîòå [4] Îáåð è Êðèñòåñ-
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êó ðàçðàáîòàëè â òåðìèíàõ ñòðóêòóð êîíôèãóðàöèé `èñòèííî' ïàðàëëåëüíóþ ñåìàíòèêó

ðåâåðñèâíîãî ðàñøèðåíèÿ CCS, RCCS (áåç àâòîïàðàëëåëèçìà, àâòîêîíôëèêòà è ðåêóð-

ñèè). Â ñòàòüå [18] Ãðàâåðñåí è äð. ïîñòðîèëè êàòåãîðèþ ðåâåðñèâíûõ ñòðóêòóð ñîáûòèé ñ

ðàññëîåíèåì è ñèììåòðè÷íûì êîíôëèêòîì è èñïîëüçîâàëè ïîäêàòåãîðèþ, ó÷èòûâàþùóþ

îòíîøåíèå ÏÑÇ ìåæäó ñîáûòèÿìè, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñåìàíòèêè äðóãîãî ðåâåðñèâíî-

ãî ðàñøèðåíèÿ CCS, CCSK. Â ðàáîòå [31] ëîãèêà èäåíòèôèêàòîðà ñîáûòèé (EIL) áûëà

ââåäåíà äëÿ ðàñøèðåíèÿ ëîãèêè Õåííåññè-Ìèëíåðà ñ ïîìîùüþ îáðàòíûõ ìîäàëüíîñòåé.

Îêàçàëîñü, ÷òî â êîíòåêñòå ñòàáèëüíûõ ñòðóêòóð êîíôèãóðàöèé EIL-ýêâèâàëåíòíîñòü ñî-

îòâåòñòâóåò ýêâèâàëåíòíîñòè íàñëåäóåìîé áèñèìóëÿöèè ñ ñîõðàíåíèåì èñòîðèè (hereditary

history-preserving bisimulation). Â ñòàòüå [30] âïåðâûå áûëè èçó÷åíû âçàèìîñâÿçè ðàçëè÷-

íûõ ïîâåäåí÷åñêèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé â ðåâåðñèâíûõ ìîäåëÿõ.

Öåëü äàííîé ñòàòüè � ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå âçàèìîñâÿçåé äâóõ òèïîâ ñèñòåì

ïåðåõîäîâ, îñíîâàííûõ íà êîíôèãóðàöèÿõ è íà îñòàòî÷íûõ ñòðóêòóðàõ, äëÿ ïåðâè÷íûõ

ñòðóêòóð ñîáûòèé, îáîãàùåííûõ îòìåíÿåìûìè ñîáûòèÿìè ñ ñîõðàíåíèåì îòíîøåíèÿ ÏÑÇ

ìåæäó ñîáûòèÿìè ïðè âûïîëíåíèè ìîäåëè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, ÷òî ìîæåò ïîìî÷ü â

ðàçðàáîòêå è ñðàâíåíèè îïåðàöèîííîé è äåíàòîöèîííîé ñåìàíòèê àëãåáðàè÷åñêèõ èñ÷èñ-

ëåíèé ðåâåðñèâíûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ.

Ñòàòüÿ ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèíòàêñèñ ðåâåð-

ñèâíûõ ïåðâè÷íûõ ñòðóêòóð ñîáûòèé è èõ èñòèííî-ïàðàëëåëüíàÿ (øàãîâàÿ) ñåìàíòèêà â

òåðìèíàõ êîíôèãóðàöèé. Â ðàçäåëå 3 îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîð óäàëåíèÿ ñîáûòèé, êîòîðûé

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ îñòàòî÷íûõ ñòðóêòóð, è äåìîíñòðèðóþòñÿ åãî êîððåêòíîñòü

è êîìïîçèöèîííûé ñâîéñòâà. Â ðàçäåëå 4 ðàçðàáàòûâàþòñÿ äâà òèïà ñåìàíòèê ñèñòåì ïå-

ðåõîäîâ äëÿ ðåâåðñèâíûõ ïåðâè÷íûõ ñòðóêòóð ñîáûòèé ñ ñîõðàíåíèåì ÏÑÇ è óñòàíàâëè-

âàþòñÿ âçàèìîñâÿçè ìåæäó ýòèìè ñåìàíòèêàìè. Â ðàçäåëå 5 ïðèâîäÿòñÿ çàêëþ÷èòåëüíûå

çàìå÷àíèÿ. Â ïðèëîæåíèè ïðåäñòàâëåíû äîêàçàòåëüñòâà ëåìì è óòâåðæäåíèé.

2. Ðåâåðñèâíûå ïåðâè÷íûå ñòðóêòóðû ñîáûòèé

Â ýòîì ðàçäåëå ñíà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿ ìîäåëü ïåðâè÷íûõ ñòðóêòóð ñîáûòèé (ÏÑÑ) [35],

à çàòåì ôîðìóëèðóåòñÿ ïîíÿòèå ðåâåðñèâíûõ ïåðâè÷íûõ ñòðóêòóð ñîáûòèé (ÐÏÑÑ) [32], à

òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ èõ øàãîâàÿ, îñíîâàííàÿ íà ìíîæåñòâå ïàðàëëåëüíî ïðîèñõîäÿùèõ

ñîáûòèé, ñåìàíòèêà è èõ ñâîéñòâà.

Äëÿ ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ/ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì èñïîëü-
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çóþòñÿ ìîäåëè ñòðóêòóð ñîáûòèé, â êîòîðûõ ýëåìåíòû ïîâåäåíèÿ ïðåäñòàâëåíû ñîáûòèÿ-

ìè. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèé ìåæäó ñîáûòèÿìè. Â ÏÑÑ

ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ñîáûòèÿìè çàäàåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì, à

íåñîâìåñòèìîñòü ñîáûòèé îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì êîíôëèêòà. Äâà ñîáûòèÿ, êîòîðûå íå

íàõîäÿòñÿ íè â ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé çàâèñèìîñòè, íè â êîíôëèêòå, ñ÷èòàþòñÿ íåçàâè-

ñèìûìè (ïàðàëëåëüíûìè).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïåðâè÷íàÿ ñòðóêòóðà ñîáûòèé (ÏÑÑ) � ýòî êîðòåæ E = (E, <, ♯,

C0), ãäå

� E � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñîáûòèé;

� < ⊆ E × E � èððåôëåêñèâíûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê (ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííàÿ çàâèñè-

ìîñòü (ÏÑÇ)), óäîâëåòâîðÿþùèé ïðèíöèïó êîíå÷íîñòè ïðè÷èí: äëÿ êàæäîãî e ∈ E

âåðíî, ÷òî ⌊e⌋< = {e′ ∈ E | e′ < e} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü ≤=< ∪ {(e, e) |

e ∈ E}.

� ♯ ⊆ E ×E � èððåôëåêñèâíîå ñèììåòðè÷íîå îòíîøåíèå êîíôëèêòà, óäîâëåòâîðÿþ-

ùåå ïðèíöèïó íàñëåäîâàíèÿ êîíôëèêòà: äëÿ âñåõ e, e′, e′′ ∈ E âåðíî, ÷òî åñëè e < e′

è e ♯ e′′, òî e′ ♯ e′′;

� C0 = ∅ � íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ.

Èòàê, ÏÑÑ � ýòî ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà ñîáûòèÿõ ïàðàëëåëüíûõ è íåäåòåðìèíèðîâàí-

íûõ ïðîöåññîâ, â êîòîðîé ñîáûòèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê àòîìàðíûå, íåäåëèìûå è ìãíîâåí-

íûå äåéñòâèÿ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìîãóò ïðîèñõîäèòü òîëüêî ïîñëå äðóãèõ (ò.å. ñóùå-

ñòâóåò ÏÑÇ, ïðåäñòàâëåííàÿ èððåôëåêñèâíûì ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì < ìåæäó ñîáûòèÿìè)

è íåêîòîðûå èç êîòîðûõ íå ìîãóò ïðîèñõîäèòü âìåñòå (ò.å. ìåæäó ñîáûòèÿìè ñóùåñòâóåò

êîíôëèêò ♯). Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìû ïðèíöèï êîíå÷íîñòè ïðè÷èí è ïðèíöèï íàñëåäîâà-

íèÿ êîíôëèêòà.

ÏÑÑ âûïîëíÿåòñÿ ïî ìåðå òîãî, êàê ïðîèñõîäÿò ñîáûòèÿ, íà÷èíàÿ ñ íà÷àëüíîãî ñî-

ñòîÿíèÿ è ïåðåõîäÿ èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Ñîñòîÿíèå â ÏÑÑ íàçûâàåòñÿ êîíôè-

ãóðàöèåé è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî óæå ïðîèçîøåäøèõ ñîáûòèé. Ïîäìíîæåñòâî

X ⊆ E ñîáûòèé ÿâëÿåòñÿ ëåâî-çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî <, åñëè äëÿ âñåõ e ∈ X ñ÷èòà-

åòñÿ, ÷òî ⌊e⌋< ⊆ X; ÿâëÿåòñÿ áåñêîíôëèêòíûì, åñëè äëÿ âñåõ e, e′ ∈ X âåðíî, ÷òî ¬(e ♯ e′).

Ïîäìíîæåñòâî C ⊆ E ÿâëÿåòñÿ êîíôèãóðàöèåé â ÏÑÑ E , åñëè C êîíå÷íî, ëåâî-çàìêíóòî

îòíîñèòåëüíî < è áåñêîíôëèêòíî.

Ðåâåðñèâíûå ïåðâè÷íûå ñòðóêòóðû ñîáûòèé (ÐÏÑÑ) [32, 34] îñíîâàíû íà áîëåå ñëà-
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áîé ôîðìå ÏÑÑ, ïîñêîëüêó ïðèíöèï íàñëåäîâàíèÿ êîíôëèêòà ìîæåò íå ñîõðàíÿòüñÿ ïðè

äîáàâëåíèè îáðàòèìîñòè. Êðîìå òîãî, â ÐÏÑÑ íåêîòîðûå ñîáûòèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê

îòìåíÿåìûå, à òàêæå äîáàâëÿþòñÿ äâà îòíîøåíèÿ ìåæäó ñîáûòèÿìè: îáðàòíàÿ ÏÑÇ è

îòíîøåíèå ïðåäîòâðàùåíèÿ îòìåíû. Ïåðâîå îòíîøåíèå � ýòî ÏÑÇ â îáðàòíîì íàïðàâëå-

íèè, ò.å. ÷òîáû îòìåíèòü ñîáûòèå â òåêóùåé êîíôèãóðàöèè, â íåé äîëæíû ïðèñóòñòâîâàòü

ñîáûòèÿ, îò êîòîðûõ ýòî ñîáûòèå îáðàòèìî çàâèñèò. Âòîðîå îòíîøåíèå, íàïðîòèâ, èäåí-

òèôèöèðóåò òå ñîáûòèÿ, ïðèñóòñòâèå êîòîðûõ â òåêóùåé êîíôèãóðàöèè ïðåäîòâðàùàåò

îòìåíó ñîáûòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðåâåðñèâíàÿ ïåðâè÷íàÿ ñòðóêòóðà ñîáûòèé (ÐÏÑÑ) � ýòî êîðòåæ

E = (E,<, ♯, F,≺,�, C0), ãäå

� E � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñîáûòèé;

� ♯ ⊆ E × E � èððåôëåêñèâíîå è ñèììåòðè÷íîå îòíîøåíèå êîíôëèêòà;

� <⊆ E × E � èððåôëåêñèâíûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê (ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííàÿ çàâèñè-

ìîñòü), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: äëÿ êàæäîãî e ∈ E âåðíî, ÷òî ⌊e⌋< � êîíå÷íîå è

áåñêîíôëèêòíîå ìíîæåñòâî, à òàêæå äëÿ êàæäûõ e, e′ ∈ E âåðíî, ÷òî åñëè e < e′,

òî ¬(e ♯ e′);

� F ⊆ E � ìíîæåñòâî îòìåíÿåìûõ ñîáûòèé, îáîçíà÷àåìîå êàê F = {u | u ∈ F};

� ≺⊆ E×F � îáðàòíàÿ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî

u ∈ F âåðíî, ÷òî u ≺ u è ⌞u⌟≺ = {e | e ≺ u} � êîíå÷íîå è áåñêîíôëèêòíîå

ìíîæåñòâî;

� � ⊆ E × F � îòíîøåíèå ïðåäîòâðàùåíèÿ îòìåíû òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî u ∈ F

âåðíî: åñëè e ≺ u, òî ¬(e� u);

� ≪ � òðàíçèòèâíàÿ óñòîé÷èâàÿ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü òàêàÿ, ÷òî

e ≪ e′, åñëè è òîëüêî åñëè e < e′ è e ∈ F ⇒ e′ � e. Îòíîøåíèå êîíôëèêòà ♯

íàñëåäóåòñÿ ïî óñòîé÷èâîé ÏÑÇ ≪: åñëè e ♯ e′ ≪ e′′, òî e ♯ e′′;

� C0 ⊆ E � íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî â ÐÏÑÑ íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ íåîáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü ïóñòûì

ìíîæåñòâîì, îíà ìîæåò ñîäåðæàòü ñîáûòèÿ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ âïîñëåäñòâèè ìîãóò

áûòü îòìåíåíû. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáàÿ ÏÑÑ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÐÏÑÑ, èìåþùàÿ

F = ∅ è C0 = ∅. Òîãäà ëþáîå ïîíÿòèå, îïðåäåëåííîå äëÿ ÐÏÑÑ, ïðèìåíèìî è ê ÏÑÑ.

Ïðè ãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ÐÏÑÑ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Íåîò-

ìåíÿåìûå ñîáûòèÿ ðèñóþòñÿ êâàäðàòèêàìè, à îòìåíÿåìûå � êðóæî÷êàìè. Îòíîøåíèå
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ÏÑÇ èçîáðàæàåòñÿ ñïëîøíûìè ñòðåëêàìè (çà èñêëþ÷åíèåì òåõ, êîòîðûå âûâîäÿòñÿ ïî

òðàíçèòèâíîñòè), îòíîøåíèå îáðàòíîé ÏÑÇ � ïóíêòèðíûìè ñòðåëêàìè, à òàêæå ÿâíî ïî-

êàçûâàþòñÿ îòíîøåíèÿ êîíôëèêòà è ïðåäîòâðàùåíèÿ îòìåíû. Ñîáûòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê

íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè, îêðàøåíû â òåìíî-ñåðûé öâåò. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè íà÷àëüíàÿ

êîíôèãóðàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïóñòîå ìíîæåñòâî, òî íèêàêèå ñîáûòèÿ íå îêðàøåíû â

òåìíî-ñåðûé öâåò.

E1:

�
1

ca

db

♯1

♯1

♯1

(à)

E2:
a

b

(á)

E3:

a

b

�
3

(â)

E4:

b

a c

�
4

♯4

♯4

(ã)

E5:

a

b c

♯5

(ä)

Ðèñóíîê 1: Ïðèìåðû ÐÏÑÑ

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 1(à) ñòðóêòóðó E1 ñ êîìïîíåíòàìè: E1 =

{a, b, c, d}; <1= {(b, c), (b, d)}; ♯1 = {(a, b), (b, a), (a, c), (c, a), (c, d), (d, c)}; F1 = {a, b};

≺1= {(a, a), (b, b)}; �1 = {(c, b)}; C1
0 = {a}. Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî êîìïîíåíòû

ñòðóêòóðû E1 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùèì ïóíêòàì îïðåäåëåíèÿ 2. Â ÷àñòíîñ-

òè, âèäèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ e ∈ E1 (äëÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ u ∈ F1) ìíîæåñòâî

⌊e⌋<1 (⌞u⌟≺1) êîíå÷íî è áåñêîíôëèêòíî; <1= {(b, c), (b, d)} è (b, c), (b, d) ̸∈ ♯1, à òàêæå

≺1= {(a, a), (b, b)} è (a, a), (b, b) ̸∈ �1. Çàìåòèì, ÷òî íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ C1
0 = {a}

íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì. Òàêæå, ïàðû (b, c) è (b, d) ïðèíàäëåæàò îòíîøåíèþ

<1, òîãäà êàê îòíîøåíèå �1 ñîäåðæèò òîëüêî ïàðó (c, b). Çíà÷èò, òîëüêî ïàðà (b, c)

íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ≪1 óñòîé÷èâîé ÏÑÇ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîíôëèêò ♯1 íàñëåäó-

åòñÿ ïî ≪1. Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðà E1 ÿâëÿåòñÿ ÐÏÑÑ. 3

ÐÏÑÑ âûïîëíÿåòñÿ ïî ìåðå òîãî, êàê ïðîèñõîäÿò è/èëè îòìåíÿþòñÿ ñîáûòèÿ, íà÷èíàÿ

ñ íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè è ïåðåõîäÿ îò îäíîé êîíôèãóðàöèè ê äðóãîé. Ìíîæåñòâà ñîáû-

òèé, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò/îòìåíÿþòñÿ ïðè òàêîì ïåðåõîäå, íàçûâàþòñÿ øàãàìè â ÐÏÑÑ.

Äîñòèæèìûå êîíôèãóðàöèè � ýòî ïîäìíîæåñòâà ñîáûòèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû

èç íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè ïóòåì âûïîëíåíèÿ øàãîâ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü E = (E,<, ♯, F,≺,�, C0) � ÐÏÑÑ è C ⊆ E � êîíå÷íîå è áåñ-

êîíôëèêòíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà
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� äëÿ ìíîæåñòâ A ⊆ E è B ⊆ F áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî øàã A ∪ B âîçìîæåí èç C,

åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

à) A ∩ C = ∅, B ⊆ C, (C ∪ A) � êîíå÷íîå è áåñêîíôëèêòíîå ìíîæåñòâî;

á) ∀e ∈ A, ∀e′ ∈ E : e′ < e ⇒ e′ ∈ (C \B);

â) ∀e ∈ B, ∀e′ ∈ E : e′ ≺ e ⇒ e′ ∈ (C \ (B \ {e}));

ã) ∀e ∈ B, ∀e′ ∈ E : e′ � e ⇒ e′ ̸∈ (C ∪ A).

Åñëè øàã A ∪B âîçìîæåí èç C, òî C
A∪B−→ C ′ = (C \B) ∪ A.

� C � (äîñòèæèìàÿ èç íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè C0) êîíôèãóðàöèÿ â E, åñëè äëÿ

âñåõ i = 1, . . . , n (n ≥ 0) ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà Ai ⊆ E è Bi ⊆ F òàêèå, ÷òî

Ci−1
Ai∪Bi−→ Ci è Cn = C. Ìíîæåñòâî êîíôèãóðàöèé â E îáîçíà÷àåòñÿ êàê Conf(E).

Ïðèìåð 2. Ñíà÷àëà âñïîìíèì ïðèìåð 1, ãäå ïðåäñòàâëåíà ÐÏÑÑ E1 ñ êîìïîíåíòàìè:

E1 = {a, b, c, d}; <1= {(b, c), (b, d)}; ♯1 = {(a, b), (b, a), (a, c), (c, a), (c, d), (d, c)}; F1 = {a, b};

≺1= {(a, a), (b, b)}; �1 = {(c, b)}; C1
0 = {a}.

Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå øàãè â ÐÏÑÑ E1. Ïîñêîëüêó ïàðà (a, b) ((a, c)) ïðèíàäëåæèò

îòíîøåíèþ ♯1, ñîáûòèÿ a è b (a è c) íå ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü âìåñòå â êàêîé-ëèáî

êîíôèãóðàöèè. Êðîìå òîãî, òàê êàê ïàðû (b, c) è (b, d) íàõîäÿòñÿ â ÏÑÇ <1, òî ñîáûòèÿ

c è d íå ìîãóò ïðîèçîéòè, ïîêà ñîáûòèå b íå ïðîèçîéäåò. Ïîýòîìó â íà÷àëüíóþ êîí-

ôèãóðàöèþ C1
0 = {a} íåâîçìîæíî äîáàâèòü êàêîå-ëèáî ñîáûòèå, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî

ñîáûòèÿ a è d íåçàâèñèìû (ïàðàëëåëüíû). Ïðè ýòîì, èç êîíôèãóðàöèè {a} âîçìîæåí

øàã (∅ ∪ {a}), ïîñêîëüêó ≺1= {(a, a), (b, b)}, ò.å. åäèíñòâåííîå ñîáûòèå, íåîáõîäèìîå äëÿ

îòìåíû ñîáûòèÿ a, � ñàìî ýòî ñîáûòèå, è âåðíî, ÷òî (·, a) ̸∈ �1, ãäå · ∈ {b, c, d}, ò.å.

â ÐÏÑÑ E1 íåò ñîáûòèé, êîòîðûå ìîãëè áû ïðåïÿòñòâîâàòü îòìåíå ñîáûòèÿ a. Äàëåå

èç êîíôèãóðàöèè ∅ âîçìîæåí øàã ({a}∪∅), âíîâü ïîëó÷àÿ êîíôèãóðàöèþ {a}, òàê êàê ñî-

áûòèå a íå èìååò ïðåäøåñòâåííèêîâ ïî ÏÑÇ. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ñîáûòèå b òàêæå

íå èìååò ïðåäøåñòâåííèêîâ ïî ÏÑÇ è ïàðû (b, c) è (b, d) ïðèíàäëåæàò îòíîøåíèþ <1,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ïåðåõîäû: ∅ ({b}∪∅)→ {b} ({c}∪∅)→ {b, c} è ∅ ({b}∪∅)→ {b} ({d}∪∅)→ {b, d}. Çàìå-

òèì, ÷òî êîíôèãóðàöèÿ {b, c} ({b, d}) íå ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà ñîáûòèåì d (c), â ñèëó

òîãî, ÷òî ñîáûòèÿ c è d êîíôëèêòóþò. Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî èìååì ≺1= {(a, a), (b, b)},

ò.å. åäèíñòâåííîå ñîáûòèå, íåîáõîäèìîå äëÿ îòìåíû ñîáûòèÿ b, � ñàìî ýòî ñîáûòèå,

è �1 = {(c, b)}, ò.å. ñîáûòèå b ìîæåò áûòü îòìåíåíî, òîëüêî åñëè ñîáûòèå c åùå íå

ïðîèçîøëî, ñëåäóþùèå ïåðåõîäû âîçìîæíû: {b} (∅∪{b})→ ∅ è {b, d} (∅∪{b})→ {d}. Òàê êàê ñîáû-

òèÿ a è d íå êîíôëèêòóþò è ñîáûòèå a íå èìååò ïðåäøåñòâåííèêîâ ïî ÏÑÇ, ìîæåì
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ïåðåéòè èç êîíôèãóðàöèè {d} â êîíôèãóðàöèþ {a, d} ïîñðåäñòâîì øàãà ({a}∪∅). Ïîñêîëü-

êó åäèíñòâåííîå ñîáûòèå, íåîáõîäèìîå äëÿ îòìåíû ñîáûòèÿ a, � ñàìî ýòî ñîáûòèå è

â ÐÏÑÑ E1 íåò ñîáûòèé, êîòîðûå ìîãëè áû ïðåïÿòñòâîâàòü îòìåíå ñîáûòèÿ a, òî

ìîæåì îòìåíèòü a â êîíôèãóðàöèè {a, d}, ïîëó÷àÿ âíîâü êîíôèãóðàöèþ {d}. Òàêèì îá-

ðàçîì, êîíôèãóðàöèè ÐÏÑÑ E1 � ýòî ìíîæåñòâà ∅, {a}, {b}, {d}, {b, c}, {b, d}, {a, d}.

Ïîñòðîèì êîíôèãóðàöèè â èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1(á) ÐÏÑÑ E2 ñ êîìïîíåíòàìè: E2 =

{a, b}; <2= {(a, b)}; ♯2 = ∅; F2 = {a}; ≺2= {(a, a)}; �2 = ∅; C2
0 = ∅. Ïîñêîëüêó åäèíñòâåí-

íàÿ ïàðà (a, b) ïðèíàäëåæèò ÏÑÇ <1, òî ñîáûòèå a íå èìååò ïðåäøåñòâåííèêîâ ïî ÏÑÇ

è ÿâëÿåòñÿ ïðåäøåñòâåííèêîì ïî ÏÑÇ äëÿ ñîáûòèÿ b, ò.å. ñîáûòèå a ìîæåò ïðîèçîéòè

ïåðâûì è òîëüêî ïîñëå ýòîãî ìîæåò ïðîèçîéòè ñîáûòèå b. Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

C2
0 = ∅ ({a}∪∅)→ {a} ({b}∪∅)→ {a, b}. Ñîáûòèå a ìîæåò áûòü îòìåíåíî â êîíôèãóðàöèÿõ {a} è

{a, b}, òàê êàê èìååì ≺2= {(a, a)} è �2 = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì òàêèå êîíôèãóðà-

öèè â E2: ∅, {a}, {b}, {a, b}.

Ðàññìîòðèì íà ðèñ. 1(â) ÐÏÑÑ E3 ñ êîìïîíåíòàìè: E3 = {a, b}; <3= ∅; ♯3 = ∅; F3 =

{a}; ≺3= {(a, a)}; �3 = {(b, a)}; C2
0 = ∅. Ïîñêîëüêó îòíîøåíèÿ <3 è ♯3 ïóñòû, ñîáûòèÿ

a è b ïàðàëëåëüíû è ïîýòîìó îíè ìîãóò ïðèñõîäèòü â ëþáîì ïîðÿäêå. Òîãäà ïîëó÷àåì

ñëåäóþùåå: ∅ ({a}∪∅)→ {a} ({b}∪∅)→ {a, b} è ∅ ({b}∪∅)→ {b} ({a}∪∅)→ {a, b}. Òàê êàê âåðíî, ÷òî b �3 a,

ñîáûòèå b ïðåäîòâðàùàåò îòìåíó ñîáûòèÿ a, ò.å. a íå ìîæåò áûòü îòìåíåíî, åñëè

b ïðèñóòñòâóåò â êîíôèãóðàöèè. Òîãäà øàã (∅ ∪ {a}) âîçìîæåí èç êîíôèãóðàöèè {a},

ïðèâîäÿ â êîíôèãóðàöèþ ∅, è íå âîçìîæåí èç êîíôèãóðàöèè {a, b}. Êîíôèãóðàöèè â E3 �

ýòî ìíîæåñòâà ∅, {a}, {b}, {a, b}.

Ïðîâåðèì, êàê âûïîëíÿåòñÿ ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 1(ã) ÐÏÑÑ E4 ñ êîìïîíåíòàìè: E4 =

{a, b, c}; <4= {(a, b)}; ♯4 = {(a, c), (c, a), (b, c), (c, b)}; F4 = {a, c}; ≺4= {(a, a), (c, c)}; �4 =

{(b, a)}; C4
0 = ∅. Òàê êàê âåðíî <4= {(a, b)}, ñîáûòèå a (c) íå èìååò ïðåäøåñòâåííèêîì

ïî ÏÑÇ, ò.å. a (c) ìîæåò ïðîèçîéòè ïåðâûì. Òàêæå, ñîáûòèå a ÿâëÿåòñÿ ïðåäøåñò-

âåííèêîì ïî ÏÑÇ äëÿ ñîáûòèÿ b, ò.å. b íå ìîæåò ïðîèçîéòè äî òîãî, êàê a ïðîèçîéäåò.

Ñîáûòèÿ a (b) è c êîíôëèêòóþò, ò.å. ñîáûòèÿ a (b) è c íå ìîãóò íàõîäèòñÿ âìåñòå

â êàêîé-ëèáî êîíôèãóðàöèè. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî îòíîøåíèå ♯4 íàñëåäóåòñÿ ïî îòíî-

øåíèþ <4. Åäèíñòâåííîå ñîáûòèå, íåîáõîäèìîå äëÿ îòìåíû ñîáûòèÿ a (c), � ñàìî ýòî

ñîáûòèå, òàê êàê ≺4= {(a, a), (c, c)}. Êðîìå òîãî, åñëè îáà ñîáûòèÿ a è b ïðèñóòñòâóþò â
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êîíôèãóðàöèè, òî ñîáûòèå a íå ìîæåò áûòü îòìåíåíî, ïîñêîëüêó èìååì b�4a. Ïîýòîìó

êîíôèãóðàöèÿìè â ÐÏÑÑ E4 ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ∅, {a}, {a, b}, {c}.

Â êîíöå ïîñòðîèì êîíôèãóðàöèè èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1(ä) ÐÏÑÑ E5 ñ êîìïîíåíòàìè:

E5 = {a, b, c}; <5= ∅; ♯5 = {(a, c), (c, a)}; F5 = {b}; ≺5= {(b, b)}; �5 = ∅; C4
0 = ∅. Âèäèì,

÷òî a è c êîíôëèêòóþò, ò.å. îíè íå ìîãóò âìåñòå ïðèñóòñòâîâàòü â êàêîé-ëèáî êîí-

ôèãóðàöèè. Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå <5 ïóñòî è îòíîøåíèå ♯5 ñîäåðæèò òîëüêî ïàðû (a, c)

è (c, a), ñîáûòèÿ a è b (b è c) ïàðàëëåëüíû è ïîýòîìó ìîãóò ïðîèñõîäèòü â ëþáîì ïî-

ðÿäêå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå: ∅ ({a}∪∅)→ {a} ({b}∪∅)→ {a, b} è ∅ ({b}∪∅)→ {b} ({a}∪∅)→

{a, b} (∅ ({b}∪∅)→ {b} ({c}∪∅)→ {b, c} è ∅ ({c}∪∅)→ {c} ({b}∪∅)→ {b, c}). Åäèíñòâåííîå ñîáûòèå, íåîá-

õîäèìîå äëÿ îòìåíû ñîáûòèÿ b, � ñàìî ýòî ñîáûòèå, ïîñêîëüêó ≺5= {(b, b)}. Òàê êàê

�5 = ∅, ñîáûòèå b ìîæåò áûòü îòìåíåíî â ëþáîé êîíôèãóðàöèè, ãäå îíî ïðèñóòñòâóåò.

Êîíôèãóðàöèè â E5 � ýòî ìíîæåñòâà ∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}. 3

ÐÏÑÑ ñïîñîáíû ìîäåëèðîâàòü òàêóþ îñîáåííîñòü ðåâåðñèâíûõ âû÷èñëåíèé, êàê ñîãëà-

ñîâàííîñòü îòíîøåíèÿ îáðàòèìîñòè ñ îòíîøåíèåì ÏÑÇ: ñîáûòèå ìîæåò áûòü îòìåíåíî ïðè

óñëîâèè, ÷òî âñå åãî ïîñëåäîâàòåëè ïî ÏÑÇ áûëè îòìåíåíû. Ýòî ïîíÿòèå ðåâåðñèâíîñòè

åñòåñòâåííî äëÿ íàäåæíûõ ïàðàëëåëüíûõ ñèñòåì, ïîñêîëüêó ïðè âîçíèêíîâåíèè îøèáêè

ñèñòåìà ïûòàåòñÿ êîððåêòíî âåðíóòüñÿ ê ïðåäûäóùåìó ñîñòîÿíèþ.

Îïðåäåëåíèå 4. ÐÏÑÑ E = (E,<, ♯, F,≺,�, C0) íàçûâàåòñÿ ñîõðàíÿþùåé ïðè÷èííî-

ñëåäñòâåííóþ çàâèñèìîñòü (ñî ñâîéñòâîì ÑÏÑÇ), åñëè äëÿ ñîáûòèé e ∈ E è u ∈ F âåðíî:

(à) e ≺ u ⇔ e = u; (á) e� u ⇔ u < e.

Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, â ÐÏÑÑ ñî ñâîéñòâîì ÑÏÑÇ îòìåíÿåìûå ñîáûòèÿ ìîãóò áûòü

óäàëåíû èç êîíôèãóðàöèè òîëüêî, åñëè îíè ñàìè ïðèñóòñòâóþò â ýòîé êîíôèãóðàöèè, à

òàêæå îòìåíÿåìûå ïðåäøåñòâåííèêè ïî ÏÑÇ ìîãóò áûòü óäàëåíû òîëüêî, åñëè èõ ïîñëå-

äîâàòåëè ïî ÏÑÇ íå ïðèñóòñòâóþò â ýòîé êîíôèãóðàöèè.

Ïðèìåð 3. Âíîâü ðàññìîòðèì ïðèìåð 2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÐÏÑÑ E1, E2 è E3 íå îáëà-

äàþò ñâîéñòâîì ÑÏÑÇ, ïîñêîëüêó èõ îòíîøåíèÿ ÏÑÇ è ïðåäîòâðàùåíèÿ îòìåíû ðàç-

ëè÷àþòñÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïóíêòó (á) â îïðåäåëåíèè 4, õîòÿ ïóíêò (à) âûïîëíåí;

òîãäà êàê ÐÏÑÑ E4 è E5 èìåþò ñâîéñòâî ÑÏÑÇ, òàê êàê èõ îòíîøåíèÿ ÏÑÇ, îáðàòíîé

ÏÑÇ è ïðåäîòâðàùåíèÿ îòìåíû óäîâëåòâîðÿþò îáîèì òðåáîâàíèÿì îïðåäåëåíèÿ 4. 3

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ãîâîðèò îá îñîáåííîñòè êîíôèãóðàöèé â ÐÏÑÑ ñî ñâîéñâîì ÑÏÑÇ,

êîòîðûå îñòàþòñÿ êîíå÷íûìè, ëåâî-çàìêíóòûìè îòíîñèòåëüíî ÏÑÇ è áåñêîíôëèêòíûìè
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ïðè âûïîëíåíèè ÐÏÑÑ.

Ëåììà 1. Ïóñòü E = (E,<, ♯, F,≺,�, C0) � ÐÏÑÑ ñî ñâîéñòâîì ÑÏÑÇ è C ∈ Conf(E).

Òîãäà C êîíå÷íî, ëåâî-çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî < è áåñêîíôëèêòíî, åñëè C0 êîíå÷íî,

ëåâî-çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî < è áåñêîíôëèêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñì. ïðèëîæåíèå. 2

Ïðèâåäåííûé íèæå ïðèìåð ïîÿñíÿåò ïðèâåäåííóþ âûøå ëåììó.

Ïðèìåð 4. Âñïîìíèì íåîáëàäàþùóþ ñâîéñòâîì ÑÏÑÇ ÐÏÑÑ E1 (E1 = {a, b, c, d};

<1= {(b, c), (b, d)}; C1
0 = {a}) èç ïðèìåðîâ 1�3. Çíàåì, ÷òî {d} è {a, d} � êîíôèãóðà-

öèè â E1. Âèäèì, ÷òî ýòè êîíôèãóðàöèè íå ÿâëÿþòñÿ ëåâî-çàìêíóòûìè îòíîñèòåëüíî

<1, õîòÿ íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ëåâî-çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî <1. Òî æå âåðíî è äëÿ

êîíôèãóðàöèè {b} â íåîáëàäàþùåé ñâîéñòâîì ÑÏÑÇ ÐÏÑÑ E2 (E2 = {a, b}; <2= {(a, b)};

C2
0 = ∅) èç ïðèìåðîâ 2�3.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ÑÏÑÇ ÐÏÑÑ E4 è E5 èç ïðèìåðîâ 2�

3 âñå êîíôèãóðàöèè, âêëþ÷àÿ íà÷àëüíóþ, êîíå÷íû, ëåâî-çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî < è

áåñêîíôëèêòíû. 3

Êëàññ ÐÏÑÑ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ÑÏÑÇ è èìåþùèõ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé êîíôè-

ãóðàöèè êîíå÷íîå, ëåâî-çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî < è áåñêîíôëèêòíîå ìíîæåñòâî ñîáûòèé,

îáîçíà÷èì ÷åðåç cRPES.

3. Îñòàòî÷íûå ñòðóêòóðû

Îïåðàòîð óäàëåíèÿ äëÿ ÐÏÑÑ, îñíîâàííûé íà óäàëåíèè èç ÐÏÑÑ óæå ïðîèçîøåäøèõ

íåîòìåíÿåìûõ ñîáûòèé âìåñòå ñ ïðåäøåñòâóþùèìè èì ïî ÏÑÇ è êîíôëèêòóþùèìè ñ íèìè

ñîáûòèÿìè, íåîáõîäèì äëÿ ïîñòðîåíèÿ îñòàòî÷íûõ ñòðóêòóð.

Ââåäåì îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà óäàëåíèÿ äëÿ ÐÏÑÑ, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå êîíôèãóðàöèè.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü E = (E,<, ♯, F,≺,�, C0) ∈ cRPES è C ∈ Conf(E). Îñòàòî÷íàÿ

ñòðóêòóðà E\C äëÿ ÐÏÑÑ E ïîñëå êîíôèãóðàöèè C ïðè ïðèìåíåíèè îïåðàòîðà \ óäàëåíèÿ

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: E \ C = (E ′, <′=< ∩ (E ′ × E ′), ♯′ = ♯ ∩ (E ′ × E ′),

F ′ = (F ∩E ′), ≺′=≺ ∩ (E ′ ×F ′), �′ = �∩ (E ′ ×F ′), C ′
0 = C ∩E ′), ãäå E ′ = E \

(
C̃ ∪ ♯(C̃)

)
è

� C̃ = ⌊C \ F ⌋≤ = {e′ ∈ E | ∃e ∈ (C \ F ) : e′ ≤ e},

� ♯(C̃) = {e′ ∈ E | ∃e ∈ C̃ : e′ ♯ e}.
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Èíòóèòèâíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðèâåäåííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà óäàëåíèÿ çà-

êëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ìíîæåñòâî ñîáûòèé îñòàòî÷íîé ñòðóêòóðû E \C ôîðìèðóåòñÿ èç

ìíîæåñòâà ñîáûòèé èñõîäíîé ÐÏÑÑ E ïîñðåäñòâîì óäàëåíèÿ ñîáûòèé, ïðèñóòñòâóþùèõ â

êîíôèãóðàöèè C è ÿâëÿþùèõñÿ íåîòìåíÿåìûìè, âìåñòå ñ ïðåäøåñòâóþùèìè èì ïî ÏÑÇ

è êîíôëèêòóþùèìè ñ íèìè ñîáûòèÿìè, ÷òî ïðèâîäèò ê ðåäóêöèè âñåõ îòíîøåíèé è íà-

÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè. Òîãäà êàê îòìåíÿåìûå ñîáûòèÿ ñîõðàíÿþòñÿ â îñòàòêå, ïîñêîëüêó

îíè ìîãóò áûòü îòìåíåíû â ïîñëåäóþùèõ øàãàõ.

E4 \ ∅:

b

a c

�
4

♯4

♯4

(à)

E4 \ {a}:

b

a c

�
4

♯4

♯4

(á)

E4 \ {c}:

b

a c
�

4
♯4

♯4

(â)

Ðèñóíîê 2: Îñòàòî÷íûå ñòðóêòóðû äëÿ E4

Ïðèìåð 5. Ðàññìîòðèì îáëàäàþùóþ ñâîéñòâîì ÑÏÑÇ ÐÏÑÑ E4 èç ïðèìåðîâ 2�4 ñ

êîìïîíåíòàìè: E4 = {a, b, c}; <4= {(a, b)}; ♯4 = {(a, c), (c, a), (b, c), (c, b)}; F4 = {a, c};

≺4= {(a, a), (c, c)}; �4 = {(b, a)}; C4
0 = ∅. Çíàåì, ÷òî êîíôèãóðàöèè â E4 � ýòî ìíîæåñò-

âà ∅, {a}, {c}, {a, b}.

Ïîñòðîèì îñòàòî÷íûå ñòðóêòóðû äëÿ ÐÏÑÑ E4 ïîñëå å¼ êîíôèãóðàöèé:

� Ẽ4 = E4 \ ∅ = (E4, <4, ♯4, F4, ≺4, �4, C
4
0) (ñì. ðèñ. 2(a));

� Ê4 = E4\{a} = (Ê = E4, <̂ =<4, ♯̂ = ♯4, F̂ = F4, ≺̂ =≺4, �̂ = �4, Ĉ0 = {a}), ïîñêîëüêó

({̃a} ∪ ♯4({̃a})) = ∅ áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî a ∈ F4 (ñì. ðèñ. 2(á));

� Ě4 = E4 \ {c} = (Ě = E4, <̌ =<4, ♯̌ = ♯4, F̌ = F4, ≺̌ =≺4, �̌ = �4, Č0 = {c}), òàê êàê

({̃c} ∪ ♯4({̃c})) = ∅ â ñèëó òîãî, ÷òî c ∈ F4 (ñì. ðèñ. 2(â));

� È4 = E4 \ {a, b} = (È = ∅, <̀ = ∅, ♯̀ = ∅, F̀ = ∅, ≺̀ = ∅, �̀ = ∅, C̀0 = ∅), ïîñêîëüêó

({̃a, b} ∪ ♯4({̃a, b})) = {a, b, c}, ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷òî b ̸∈ F4, a <4 b è a ♯4 c, b ♯4 c.

Äàëåå ðàññìîòðèì îáëàäàþùóþ ñâîéñòâîì ÑÏÑÇ ÐÏÑÑ E5 èç ïðèìåðîâ 2�4 ñ êîìïî-

íåíòàìè: E5 = {a, b, c}; <5= ∅; ♯5 = {(a, c), (c, a)}; F5 = {b}; ≺5= {(b, b)}; �5 = ∅; C5
0 = ∅.

Çíàåì, ÷òî êîíôèãóðàöèè â E5 � ýòî ìíîæåñòâà ∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}.

Ïîñòðîèì îñòàòî÷íûå ñòðóêòóðû äëÿ ÐÏÑÑ E5 ïîñëå å¼ êîíôèãóðàöèé:

� Ẽ5 = E5 \ ∅ = (E5, <5, ♯5, F5, ≺5, �5, C
5
0) (ñì. ðèñ. 3(a));
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E5 = E5 \ C5
0 = E5 \ C({b}∪∅)(∅∪{b}):

a

b c

♯5

(à)

E5 \ C({b}∪∅):

a

b c

♯5

(á)

E5 \ C({x}∪∅)({b}∪∅) = E5 \ C({b}∪∅)({x}∪∅)=E5\({b,x}∪∅):

b

(â)

E5 \ C({x}∪∅) = E5 \ C({x}∪∅)({b}∪∅)(∅∪{b}):

b

(ã)

Ðèñóíîê 3: Îñòàòî÷íûå ñòðóêòóðû äëÿ E5

� Ĕ5 = E5 \ {x} = (Ĕ = {b}, <̆ = ∅, ♯̆ = ∅, F̆ = {b}, ≺̆ = {(b, b)}, �̆ = ∅, C̆0 = ∅), òàê

êàê {̃x} = {x}, ïîñêîëüêó {x} = {x} \ (F5 = {b}), è ♯5({̃x}) = {x′}, ïîñêîëüêó x ♯5 x′,

ãäå x ̸= x′ ∈ {a, c} (ñì. ðèñ. 3(á));

� Ê5 = E5\{b} = (Ê = E5, <̂ =<5, ♯̂ = ♯5, F̂ = F5, ≺̂ =≺5, �̂ = �5, Ĉ0 = {b}), ïîñêîëüêó

({̃b} ∪ ♯5({̃b})) = ∅ áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî b ∈ F5 (ñì. ðèñ. 3(â));

� È5 = (E5 \ {b, x} = (È = {b}, <̀ = ∅, ♯̀ = ∅, F̀ = {b}, ≺̀ = {(b, b)}, �̀ = ∅, C̀0 = {b}),

ïîòîìó ÷òî {̃b, x} = {x}, â ñèëó {x} = {b, x} \ F5 = {b}, è ♯5({̃b, x}) = {x′} â ñèëó

x ♯5 x′, ãäå x ̸= x′ ∈ {a, c} (ñì. ðèñ. 3(ã)). 3

Íèæå ïðèâåäåíû õàðàêòåðíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà óäàëåíèÿ.

Ëåììà 2. Ïóñòü E = (E,<, ♯, F,≺,�, C0) ∈ cRPES, C � êîíôèãóðàöèÿ â E è E \ C =

(E ′, <′, ♯′, F ′, ≺′, �′, C ′
0). Òîãäà âåðíî:

(à) E ′ ⊆ E, F ′ ⊆ F , C ′
0 ⊆ C, ∇′ ⊆ ∇ (∇ ∈ {<, ♯,≺,�});

(á) E \ C ∈ cRPES;

(â) C̃ ⊆ C.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñì. ïðèëîæåíèå. 2

Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ äåìîíñòðèðóþò êîìïîçèöèîííûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà óäà-

ëåíèÿ äëÿ ÐÏÑÑ, ïðèíàäëåæàùåé êëàññó cRPES.
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Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü E ∈ cRPES, E ′ = E \ C è C ′
0

(A∪B)→ C ′ â E ′. Òîãäà âåðíî:

C
(A∪B)→ C ′′ â E è E \ C ′′ = E ′ \ C ′.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñì. ïðèëîæåíèå. 2

Òàêèì îáðàçîì, îêàçàëîñü, ÷òî â ÐÏÑÑ E èç êëàññà cRPES ñ êîíôèãóðàöèåé C øàã,

âîçìîæíûé èç íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè â îñòàòî÷íîé ñòðóêòóðå E ′ = E \C è ïðèâîäÿùèé

â êîíôèãóðàöèþ C ′, òàêæå âîçìîæåí èç êîíôèãóðàöèè C â èñõîäíîé ÐÏÑÑ E , ïðèâîäÿ â

êîíôèãóðàöèþ C ′′, è, êðîìå òîãî, îñòàòî÷íûå ñòðóêòóðû E \ C ′′ è E ′ \ C ′ ñîâïàäàþò.

Ïðèìåð 6. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì íåïðèíàäëåæàùóþ êëàññó cRPES ÐÏÑÑ E3 èç ïðè-

ìåðîâ 2�3 ñ êîìïîíåíòàìè: E3 = {a, b}; <3= ∅; ♯3 = ∅; F3 = {a}; ≺3= {(a, a)}; �3 =

{(b, a)}; C3
0 = ∅. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðèìåðå 2, {a, b} � êîíôèãóðàöèÿ â E3. Ïîñòðîèì

îñòàòî÷íóþ ñòðóêòóðû äëÿ E3 ïîñëå {a, b} ïðè ïðèìåíåíèè îïåðàòîðà \ óäàëåíèÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

E3 \ {a, b} = (E ′ = {a}, <′= ∅, ♯′ = ∅; F ′ = {a}; ≺′= {(a, a)}; �′ = ∅, C ′
0 = {a}), òàê êàê

{̃a, b} = {b}, áëàãîäàðÿ b ∈ {a, b} \ F3, è ♯3({̃a, b}) = ∅, áëàãîäàðÿ ♯3 = ∅.

Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ C ′
0

(∅∪{a})→ C ′ â E3 \ {a, b}, îäíàêî íåâåðíî {a, b} (∅∪{a})→

C ′ â E3.

Èñïîëüçóÿ ïðèìåðû 2 è 5, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî óòâåðæäåíèå 1 âåðíî äëÿ

ÐÏÑÑ E4 è E5 èç êëàññà cRPES. 3

Íèæå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî â ÐÏÑÑ E èç êëàññà cRPES øàã, âîçìîæíûé èç êîíôèãó-

ðàöèè C ′ è ïðèâîäÿùèé â êîíôèãóðàöèþ C ′′, òàêæå âîçìîæåí èç íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè

îñòàòî÷íîé ñòðóêòóðû E ′ = E \C ′, ïðèâîäÿ â êîíôèãóðàöèþ C, è, êðîìå òîãî, îñòàòî÷íûå

ñòðóêòóðû E \ C ′′ è E ′ \ C ñîâïàäàþò.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü E ∈ cRPES è C ′ (A∪B)→ C ′′ â E. Òîãäà âåðíî: C ′
0

(A∪B)→ C â E \C ′

è E \ C ′′ = (E \ C ′) \ C.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñì. ïðèëîæåíèå. 2

Ïðèìåð 7. Ðàññìîòðèì íåïðèíàäëåæàùóþ êëàññó cRPES ÐÏÑÑ E1 èç ïðèìåðîâ 1�4

ñ êîìïîíåíòàìè: E1 = {a, b, c, d}; <1= {(b, c), (b, d)}; ♯1 = {(a, b), (b, a), (a, c), (c, a), (c, d),

(d, c)}; F1 = {a, b}; ≺1= {(a, a), (b, b)}; �1 = {(c, b)}; C1
0 = {a}. Çíàåì, ÷òî ìíîæåñòâà

{b, d}, {d} � êîíôèãóðàöèè â ÐÏÑÑ E1. Ïðîâåðèì êîíôèãóðàöèþ {b, d}. Èñïîëüçóÿ îïðå-

äåëåíèå 5, ïîëó÷àåì îñòàòî÷íóþ ñòðóêòóðó E1 \ {b, d} = (E ′
1 = ∅, <′

1= ∅, ♯′1 = ∅, F ′
1 = ∅,

≺′
1= ∅, �′

1 = ∅, C ′1
0 = ∅), ïîñêîëüêó {̃b, d} = {b, d}, áëàãîäàðÿ {b, d} = ⌊{b, d} \ F1 =
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{a, b}⌋≤1={(b,c),(b,d)}, è ♯1({̃b, d}) = {a, c}, áëàãîäàðÿ (b, a), (d, c) ∈ ♯1. Â ÐÏÑÑ E1 èç êîíôèãó-

ðàöèè {b, d} âîçìîæåí øàã (∅,∪{b}), ïðèâîäÿùèé â êîíôèãóðàöèþ {d}, îäíàêî òàêîé øàã

íåâîçìîæåí èç êîíôèãóðàöèè C ′1
0 â ÐÏÑÑ E1 \ {b, d}.

Èñïîëüçóÿ ïðèìåðû 2 è 5, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óòâåðæäåíèå 2 ñïðàâåäëèâî äëÿ

ÐÏÑÑ E4 è E5 èç êëàññà cRPES. 3

4. Ñåìàíòèêà ñèñòåì ïåðåõîäîâ äëÿ ÐÏÑÑ

Â ýòîì ðàçäåëå ñíà÷àëà ïðèâîäÿòñÿ áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ñèñòåì ïåðåõî-

äîâ, à çàòåì äëÿ ÐÏÑÑ E îïðåäåëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ TC (E) è TE (E), êîòîðûå ñòðîÿò äâà

ðàçëè÷íûõ òèïà ñèñòåì ïåðåõîäîâ.

Íà îñíîâå ìíîæåñòâà E ñîáûòèé â ÐÏÑÑ îïðåäåëèì ìíîæåñòâî L := 2E (ìíîæåñòâî

ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E), êîòîðîå áóäåì èñïîëüçîâàòü êàê ìíîæåñòâî ìåòîê â ñèñòåìàõ

ïåðåõîäîâ.

Ñèñòåìà ïåðåõîäîâ T = (S,→, i), ïîìå÷åííàÿ íà ìíîæåñòâå L ìåòîê, ñîñòîèò èç ìíî-

æåñòâà S ñîñòîÿíèé, îòíîøåíèÿ ïåðåõîäà →⊆ S×L×S è íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ i ∈ S. Äâå

ñèñòåìû ïåðåõîäîâ, ïîìå÷åííûå íà ìíîæåñòâå L, ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

áèåêöèÿ ìåæäó èõ ñîñòîÿíèÿìè, ñîõðàíÿþùàÿ îòíîøåíèå ïåðåõîäà è íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòíîøåíèå R ⊆ S × S ′ ÿâëÿåòñÿ áèñèìóëÿöèåé ìåæäó ñèñòåìàìè

ïåðåõîäîâ T = (S,→, i) è T ′ = (S ′,→′, i′), ïîìå÷åííûìè íà L, åñëè (i, i′) ∈ R è äëÿ âñåõ

ïàð (s, s′) ∈ R è ìåòîê λ ∈ L: åñëè (s, λ, s1) ∈→, òî (s′, λ, s′1) ∈→′ è (s1, s
′
1) ∈ R äëÿ

íåêîòîðîãî ñîñòîÿíèÿ s′1 ∈ S ′; à òàêæå åñëè (s′, λ, s′1) ∈→′, òî (s, λ, s1) ∈→ è (s1, s
′
1) ∈ R

äëÿ íåêîòîðîãî ñîñòîÿíèÿ s1 ∈ S. Äâå ñèñòåìû ïåðåõîäîâ, ïîìå÷åííûå íà ìíîæåñòâå L,

ÿâëÿþòñÿ áèñèìóëÿöèîííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò îòíîøåíèå áèñèìóëÿöèè ìåæäó íèìè.

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ñèñòåìû ïåðåõîäîâ, èìåþùåé â êà÷åñòâå ñîñòîÿíèé êîíôèãóðàöèè

ÐÏÑÑ.

Îïðåäåëåíèå 6. Äëÿ ÐÏÑÑ E = (E,<, ♯, F,≺,�, C0)

TC (E) � êîíôèãóðàöèîííàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäîâ (Conf(E), ⇁, C0), ïîìå÷åííàÿ íà

ìíîæåñòâå L ìåòîê,

ãäå C
(A∪B)
⇁ C ′ â TC (E) ⇐⇒ C

(A∪B)→ C ′ â E.

Îáúÿñíèì ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå íà ïðèìåðå.
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Ïðèìåð 8. Ðàññìîòðèì ÐÏÑÑ E4 ∈ cRPES èç ïðèìåðîâ 2�6. Â ïðèìåðå 2, ñêàçàíî,

÷òî ìíîæåñòâà ∅, {a}, {a, b}, {c} � êîíôèãóðàöèè â E4, è ïîêàçàíû âîçìîæíûå ïåðåõîäû

ìåæäó ýòèìè êîíôèãóðàöèÿìè. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå 6, ïîëó÷àåì êîíôèãóðàöèîííóþ

ñèñòåìó ïåðåõîäîâ äëÿ ÐÏÑÑ TC (E4), êîòîðàÿ ïîêàçàíà íà ðèñ. 4.

Ïåðåéäåì ê ÐÏÑÑ E5 ∈ cRPES èç ïðèìåðîâ 2�6. Â ïðèìåðå 2 âèäèì, ÷òî ∅, {a}, {b},

{c}, {a, b}, {b, c} � êîíôèãóðàöèè â E5, òàì æå ïîêàçàíû âîçìîæíûå ïåðåõîäû ìåæäó

ýòèìè êîíôèãóðàöèÿìè. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå 6, ñòðîèì êîíôèãóðàöèîííóþ ñèñòåìó

ïåðåõîäîâ äëÿ ÐÏÑÑ TC (E5), êîòîðàÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 5. 3
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Ðèñóíîê 4: Êîíôèãóðàöèîííàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäîâ TC (E4)
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Ðèñóíîê 5: Êîíôèãóðàöèîííàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäîâ TC (E5)

Òåïåðü ðàññìîòðèì îïðåäåëåíèå ñèñòåìû ïåðåõîäîâ, èìåþùåé â êà÷åñòâå ñîñòîÿíèé

îñòàòî÷íûå ñòðóêòóðû äëÿ ÐÏÑÑ ïîñëå å¼ êîíôèãóðàöèé.

Îïðåäåëåíèå 7. Äëÿ ÐÏÑÑ E = (E,<, ♯, F,≺,�, C0)

TE (E) � îñòàòî÷íàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäîâ (Reach(E), ⇀, E \ C0), ïîìå÷åííàÿ íà

ìíîæåñòâå L ìåòîê,

ãäå F (A∪B)
⇀ F ′ â TE (E) ⇐⇒ C0

(A∪B)→ C â F è F ′ = F \ C,

Reach(E) = {F | ∃E0, . . . , Ek (k ≥ 0) òàêèå, ÷òî E0 = E \ C0, Ek = F è Ei
(A∪B)
⇀ Ei+1

(0 ≤ i < k)}.

Ïðîèëëþñòðèðóåì äàííîå îïðåäåëåíèå íà ïðèìåðå.
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Ïðèìåð 9. Ðàññìîòðèì ÐÏÑÑ E4 ∈ cRPES èç ïðèìåðîâ 2�6. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëå-

íèÿ 5 è 7, ïîëó÷àåì îñòàòî÷íóþ ñèñòåìó ïåðåõîäîâ TE (E4), êîòîðàÿ ïîêàçàíà íà ðèñ. 6.

Âèäèì, ÷òî êîíôèãóðàöèîííàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäîâ TC (E4) (ñì. ðèñ. 4) è îñòàòî÷íàÿ ñèñ-

òåìà ïåðåõîäîâ TE (E4) ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè.

Ðàññìîòðèì ÐÏÑÑ E5 ∈ cRPES èç ïðèìåðîâ 2�6. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ 5 è 7, ïî-

ñòðîèì îñòàòî÷íóþ ñèñòåìó ïåðåõîäîâ TE (E5) (ñì. ðèñ. 7). Âèäèì, ÷òî êîíôèãóðà-

öèîííàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäîâ TC (E5) (ñì. ðèñ. 5) è îñòàòî÷íàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäîâ TE (E5)

ÿâëÿþòñÿ áèñèìóëÿöèîííî ýêâèâàëåíòíûìè, íî íå èçîìîðôíûìè. 3
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Ðèñóíîê 6: Îñòàòî÷íàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäîâ TE (E4)
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Ðèñóíîê 7: Îñòàòî÷íàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäîâ TE (E5)

Óñòàíîâèì âçàèìîñâÿçè ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè è ïåðåõîäàìè êîíôèãóðàöèîííîé è îñòà-

òî÷íîé ñèñòåì ïåðåõîäîâ äëÿ ÐÏÑÑ èç êëàññà cRPES.

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ÐÏÑÑ E = (E,<, ♯, F,≺,�, C0) ∈ cRPES âåðíî:

(à) äëÿ ëþáîé C ∈ Conf(E) âåðíî E \ C ∈ Reach(E);
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(á) äëÿ ëþáîé E ′ ∈ Reach(E) ñóùåñòâóåò C ∈ Conf(E) òàêàÿ, ÷òî E ′ = E \ C;

(â) äëÿ ëþáûõ C,C ′ ∈ Conf(E) âåðíî: åñëè C
(A∪B)
⇁ C ′, òî E \ C (A∪B)

⇀ E \ C ′;

(ã) äëÿ ëþáûõ E ′, E ′′ ∈ Reach(E) âåðíî: åñëè E ′ (A∪B)
⇀ E ′′, òî äëÿ ëþáîé C ∈ Conf(E)

òàêîé, ÷òî E ′ = E \ C, ñóùåñòâóåò C ′ ∈ Conf(E) òàêàÿ, ÷òî E ′′ = E \ C ′ è âåðíî

C
(A∪B)
⇁ C ′.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñì. ïðèëîæåíèå. 2

Óñòàíîâèì ñóùåñòâîâàíèå áèñèìóëÿöèè ìåæäó êîíôèãóðàöèîííîé è îñòàòî÷íîé ñèñòå-

ìàìè ïåðåõîäîâ äëÿ ÐÏÑÑ èç êëàññà cRPES.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ÐÏÑÑ E ∈ cRPES âåðíî, ÷òî TC (E) è TE (E) ÿâëÿþòñÿ áèñèìóëÿ-

öèîííî ýêâèâàëåíòíûìè è íåèçîìîðôíûìè â îáùåì ñëó÷àå.

Äîêàçàòåëüñòâî: Èç ïðèìåðà 9 èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ÐÏÑÑ E5 ∈ cRPES (ñì. ïðèìåðû 2�8)

êîíôèãóðàöèîííàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäîâ TC (E5) (ñì. ðèñ. 5) è îñòàòî÷íàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäîâ

TE (E5) (ñì. ðèñ. 7) íå èçîìîðôíû.

Ïðîâåðèì, ÷òî ñèñòåìû TC (E) è TE (E) áèñèìóëÿöèîííî ýêâèâàëåíòíû äëÿ êàæäîé E ∈

cRPES. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå R ñëåäóþùèì îáðàçîì: R = {(C, E \ C) | C ∈ Conf(E)}.

Áëàãîäàðÿ óòâåðæäåíèþ 3(à), âåðíî R ⊆ Conf(E)×Reach(E).

Ïðîâåðèì, ÷òî îòíîøåíèå R ÿâëÿåòñÿ áèñèìóëÿöèåé ìåæäó ñèñòåìàìè TC (E) è TE (E).

Î÷åâèäíî, ÷òî C0 ∈ Conf(E) è, êðîìå òîãî, (C0, E \ C0) ∈ R.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó (C, E \C), ïðèíàäëåæàùóþ îòíîøåíèþ R. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî C
(A∪B)
⇁ C ′ â TC (E) äëÿ íåêîòîðîé C ′ ∈ Conf(E). Áëàãîäàðÿ óòâåðæäåíèþ 3(â) âåðíî,

÷òî E \ C (A∪B)
⇀ E \ C ′. Êðîìå òîãî, ïî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèÿ R, èìååì (C ′, E \ C ′) ∈ R.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì ñóùåñòâîâàíèå ïåðåõîäà E \ C
(A∪B)
⇀ E ′ â TE (E) äëÿ íåêîòîðîé

E ′ ∈ Reach(E). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3(ã), äëÿ êîíôèãóðàöèè C ∈ Conf(E), ñóùåñòâóåò

êîíôèãóðàöèÿ C ′ ∈ Conf(E) òàêàÿ, ÷òî E ′ = E\C ′ è C
(A∪B)
⇁ C ′. Áîëåå òîãî, ïî îïðåäåëåíèþ

îòíîøåíèÿ R î÷åâèäíî, ÷òî (C ′, E \ C ′) = (C ′, E ′) ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå R

äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ áèñèìóëÿöèåé. 2

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ýòîé ñòàòüå â êîíòåêñòå ðåâåðñèâíûõ ïåðâè÷íûõ ñòðóêòóð ñîáûòèé, ñîõðàíÿþùèõ

ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûå çàâèñèìîñòè ìåæäó ñîáûòèÿìè, áûëè ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû

ñåìàíòèêè â òåðìèíàõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ, îñíîâàííûõ íà êîíôèãóðàöèÿõ è îñòàòî÷íûõ

ñòðóêòóðàõ. Ñ ýòîé öåëüþ, âî-ïåðâûõ, áûëà îïðåäåëåíà èñòèííî-ïàðàëëåëüíàÿ (øàãîâàÿ)
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ñåìàíòèêà ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñòðóêòóð ñîáûòèé, êîòîðàÿ îñíîâàíà íà êîíôèãóðà-

öèÿõ è êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ èç íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ/îòìåíû

ìíîæåñòâ ïðîèçîøåäøèõ ïàðàëëåëüíûõ ñîáûòèé, íàçûâàåìûõ øàãîì. Âî-âòîðûõ, áûë

ïðåäëîæåí îïåðàòîð óäàëåíèÿ, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ îñòàòî÷íûõ ñòðóê-

òóð, ïîëó÷àåìûõ èç çàäàííîé ñòðóêòóðû ñîáûòèé ïîñðåäñòâîì óäàëåíèÿ èç íå¼ óæå ïðî-

èçîøåäøèõ è êîíôëèêòóþùèõ ñîáûòèé, à òàêæå ïîêàçàíà êîððåêòíîñòü è êîìïîçèöèîí-

íûå ñâîéñòâà äàííîãî îïåðàòîðà.

Åñòü íàäåæäà, ÷òî ïîëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè ðàçðàáîòêå

îïåðàöèîííûõ ñåìàíòèê àëãåáðàè÷åñêèõ èñ÷èñëåíèé ðåâåðñèâíûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåñ-

ñîâ, êàê ðåçóëüòàòû ñòàòåé [10, 16, 21, 23] ïðè ïîñòðîåíèè è èçó÷åíèè òðàäèöèîííûõ (íå-

ðåâåðñèâíûõ) àëãåáðàè÷åñêèõ èñ÷èñëåíèé.

Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ðàñøèðèòü ñïèñîê ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé, âêëþ÷èâ ðå-

âåðñèâíûå âåðñèè ïîòîêîâûõ, ðàññëîåííûõ, îáîáùåííûõ ñòðóêòóð ñîáûòèé ñ ñèììåòðè÷-

íûì è àñèììåòðè÷íûì êîíôëèêòîì. Äðóãîé öåëüþ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ

èçó÷åíèå âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ èçîìîðôèçìà, à íå áèñèìóëÿöèè, ìåæäó äâóìÿ òèïàìè

ñåìàíòèê ñèñòåì ïåðåõîäîâ çà ñ÷¼ò îáîãàùåíèÿ ìîäåëè ðåâåðñèâíûõ ñòðóêòóð ñîáûòèé

ñîáûòèÿìè, êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â ñòðóêòóðå, íî êîòîðûå íå ìîãóò ïðîèçîéòè èç-çà,

íàïðèìåð, îòñóòñòâèÿ òðàíçèòèâíîñòè/àöèêëè÷íîñòè â ÏÑÇ, íàëè÷èÿ áåñêîíå÷íîãî êîëè-

÷åñòâà ïðåäøåñòâåííèêîâ ïî ÏÑÇ è ò.ä., êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ òðàäèöèîííûõ (íåðå-

âåðñèâíûõ) ìîäåëåé â ñòàòüå [8].
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Ïðèëîæåíèå

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.

Ïîñêîëüêó C ∈ Conf(E), òî ïî îïðåäåëåíèþ 3, äëÿ êàæäîãî 1 ≤ i ≤ n ñóùåñòâóþò

ìíîæåñòâà Ai ⊆ E è Bi ⊆ F òàêèå, ÷òî Ci−1

(Ai∪Bi)→ Ci è C = Cn (n ≥ 0). Ïîêàæåì, ÷òî Ci

êîíå÷íî, ëåâî-çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî < è áåñêîíôëèêòíî äëÿ êàæäîãî 0 ≤ i ≤ n ìåòîäîì

ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè:

i = 0. C0 êîíå÷íî, ëåâî-çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî < è áåñêîíôëèêòíî ïî óñëîâèþ ëåììû.

i > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ci � êîíå÷íî, ëåâî-çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî < è áåñêîíôëèêòíî, è

ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Ci+1 òàêæå êîíå÷íî, ëåâî-çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî < è áåñ-

êîíôëèêòíî. Òàê êàê Ci

(Ai+1∪Bi+1)
→ Ci+1, òî Ci+1 = (Ci\Bi+1)∪Ai+1 è øàã (Ai+1∪Bi+1)

âîçìîæåí èç Ci. Òîãäà ïî ïóíêòó (à) îïðåäåëåíèÿ 3 âåðíî, ÷òî Ci ∪Ai+1 � êîíå÷íîå

è áåñêîíôëèêòíîå ìíîæåñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Ci+1 òàêæå êîíå÷íî è áåñ-

êîíôëèêòíî êàê ïîäìíîæåñòâî êîíå÷íîãî è áåñêîíôëèêòíîãî ìíîæåñòâà Ci ∪ Ai+1.

Ïðîâåðèì ëåâî-çàìêíóòîñòü Ci+1. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ñîáûòèå e ∈ Ci+1

òàêîå, ÷òî x < e äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ E. Òàê êàê Ci+1 = (Ci\Bi+1)∪Ai+1, òî âîçìîæíû

äâà ñëó÷àÿ:

� e ∈ Ci \ Bi+1 ⊆ Ci. Èç ëåâî-çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà Ci ïîëó÷àåì, ÷òî x ∈ Ci.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ Bi+1 ⊆ F . Áëàãîäàðÿ âûïîëíèìîñòè ñâîéñòâà ÑÏÑÇ äëÿ

E , âåðíî, ÷òî e � x. Ïîñêîëüêó øàã (Ai+1 ∪ Bi+1) âîçìîæåí èç Ci, òî ïî ïóíêòó

(ã) îïðåäåëåíèÿ 3 èçâåñòíî, ÷òî e ̸∈ Ci ∪Ai+1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ e ∈ Ci.

Çíà÷èò, âåðíî x ̸∈ Bi+1. Òàêèì îáðàçîì, x ∈ Ci \Bi+1 ⊆ Ci+1.

� e ∈ Ai+1. Ïîñêîëüêó øàã (Ai+1 ∪Bi+1) âîçìîæåí èç Ci, òî ïî ïóíêòó (á) îïðåäå-

ëåíèÿ 3 èñòèííî, ÷òî x ∈ Ci \Bi+1 ⊆ Ci+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Ci+1 ëåâî-çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî <. 2

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.

(à) Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 5.

(á) Äëÿ íà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ñòðóêòóðà E \ C = (E ′, <′, ♯′, F ′, ≺′, �′,

C ′
0), ãäå E ′ = E \ C̃ ∪ ♯(C̃) ÿâëÿåòñÿ ÐÏÑÑ. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì âñå òðåáîâàíèÿ

îïðåäåëåíèÿ 2.

� Ïîñêîëüêó E � ÐÏÑÑ, òî ìíîæåñòâî E ñ÷åòíî. Ïî ïóíêòó (à) èçâåñòíî, ÷òî

E ′ ⊆ E. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî E ′, ÿâëÿþùååñÿ ïîäìíîæåñòâîì ñ÷åòíîãî

ìíîæåñòâà E, ñ÷åòíî.
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� Ïî îïðåäåëåíèþ 5 âåðíî ♯′ = ♯ ∩ (E ′ × E ′) ⊆ (E ′ × E ′). Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî E

ÿâëÿåòñÿ ÐÏÑÑ, èìååì, ÷òî îòíîøåíèå ♯ ⊆ E×E èððåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî.

Ïî ïóíêòó (à) ♯′ ⊆ ♯, ñëåäîâàòåëüíî îòíîøåíèå ♯′ òàêæå èððåôëåêñèâíî. Cèììåò-

ðè÷íîñòü ýòîãî îòíîøåíèÿ ñëåäóåò èç ñèììåòðè÷íîñòè îòíîøåíèÿ ♯ è ðàâåíñòâà

♯′ = ♯ ∩ (E ′ × E ′).

� Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 5 î÷åâèäíî, ÷òî <′=< ∩ (E ′ × E ′) ⊆ (E ′ × E ′).

Òàê êàê E � ÐÏÑÑ, òî < � èððåôëåêñèâíûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, ìíîæåñòâî

⌊e⌋< êîíå÷íî è áåñêîíôëèêòíî äëÿ êàæäîãî e ∈ E, è êðîìå òîãî, äëÿ êàæäûõ

e, e′ ∈ E âåðíî, ÷òî åñëè e < e′, òî ¬(e ♯ e′). Ïîñêîëüêó <′=< ∩ (E ′×E ′), òî â ñè-

ëó èððåôëåêñèâíîñòè è òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ < ïîëó÷àåì, ÷òî îòíîøåíèå

<′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ èððåôëåêñèâíûì è òðàíçèòèâíûì, òî åñòü èððåôëåêñèâíûì

÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì. Äàëåå ïî ïóíêòó (à) âåðíî <′⊆<, è, ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå

èñòèííî âëîæåíèå ⌊e⌋<′ ⊆ ⌊e⌋< äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ e ∈ E ′. Çíà÷èò ìíîæåñòâî

⌊e⌋<′ (e ∈ E ′) êîíå÷íî è áåñêîíôëèêòíî êàê ïîäìíîæåñòâî êîíå÷íîãî è áåñêîí-

ôëèêòíîãî ìíîæåñòâà ⌊e⌋<. Ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ êàæäûõ e, e′ ∈ E ′ âåðíî, ÷òî åñëè

e <′ e′, òî ¬(e ♯′ e′). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ñóùåñòâóþò e, e′ ∈ E ′ òà-

êèå, ÷òî e <′ e′ è e ♯′ e′. Áëàãîäàðÿ ïóíêòó (à) ïîëó÷àåì, ÷òî e < e′ è e ♯ e′,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî E � ÐÏÑÑ. Çíà÷èò äëÿ êàæäûõ e, e′ ∈ E ′ âåðíî, ÷òî

åñëè e <′ e′, òî ¬(e ♯′ e′).

� Ïî îïðåäåëåíèþ 5 èìååì, ÷òî F ′ = F ∩ E ′, çíà÷èò âåðíî F ′ ⊆ E ′.

� Ïî îïðåäåëåíèþ 5 èçâåñòíî, ÷òî ≺′=≺ ∩(E ′×F ′) ⊆ E ′×F ′. Áîëåå òîãî, ïîñêîëü-

êó E � ÐÏÑÑ, òî äëÿ êàæäîãî u ∈ F âåðíî, ÷òî u ≺ u è ⌞u⌟≺ � êîíå÷íîå è

áåñêîíôëèêòíîå ìíîæåñòâî. Ïî ïóíêòó (à) âåðíî, ÷òî F ′ ⊆ F . Ñëåäîâàòåëüíî,

äëÿ êàæäîãî u ∈ F ′ èñòèííî, ÷òî u ≺ u. Òàê êàê ≺′=≺ ∩(E ′ × F ′), òî äëÿ êàæ-

äîãî u ∈ F ′ ⊆ E ′ ñïðàâåäëèâî u ≺′ u. Äàëåå, ïî ïóíêòó (à) ïîëó÷àåì, ÷òî ≺′⊆≺,

à çíà÷èò èñòèííî âëîæåíèå ⌞u⌟≺′ ⊆ ⌞u⌟≺. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ⌞u⌟≺′ �

êîíå÷íî è áåñêîíôëèêòíî êàê ïîäìíîæåñòâî êîíå÷íîãî è áåñêîíôëèêòíîãî ìíî-

æåñòâà ⌞u⌟≺.

� Ïî îïðåäåëåíèþ 5 èìååì, ÷òî�′ = �∩(E ′×F ′)⊆ E ′×F ′. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì

îáðàçîì u ∈ F ′ è e ∈ E ′ òàêèå, ÷òî e ≺′ u è ïîêàæåì, ÷òî ¬(e �′ u). Ïî ïóíêòó

(à) âåðíî e ≺ u. Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî E ÿâëÿåòñÿ ÐÏÑÑ, èñòèííî ¬(e�u). Âíîâü

ïî ïóíêòó (à) èìååì, ÷òî �′ ⊆ �. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ¬(e�′ u).
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� Ïóñòü ≪′ îïðåäåëåíî ïî ïðàâèëó: e ≪′ e′, åñëè è òîëüêî åñëè e <′ e′, à òàêæå

e′ �′ e, åñëè e ∈ F ′. Ïðîâåðèì, ÷òî îòíîøåíèå êîíôëèêòà ♯′ íàñëåäóåòñÿ ïî

≪′. Ïóñòü e, e′, e′′ ∈ E ′ è e ♯′ e′ ≪′ e′′. Ïîñêîëüêó e′ ≪ e′′, èìååì, ÷òî e′ <′ e′′

è e′′ �′ e′, åñëè e′ ∈ F ′. Çàìåòèì, ÷òî èç ïóíêòà (à) ñëåäóåò, ÷òî ♯′ ⊆ ♯, <′⊆<,

�′ ⊆ � è F ′ ⊆ F . Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî e ♯ e′, e′ < e′′ è e′′ � e′, åñëè e′ ∈ F ′.

Ïîñêîëüêó F ′ = F ∩E ′ ïî îïðåäåëåíèþ 5, òî âåðíî: e′ ≪ e′′. Òàê êàê E � ÐÏÑÑ,

òî îòíîøåíèå êîíôëèêòà ♯ íàñëåäóåòñÿ ïî≪, è, ñëåäîâàòåëüíî, e ♯ e′′. Áëàãîäàðÿ

îïðåäåëåíèþ 5, ïîñêîëüêó e, e′′ ∈ E ′, âåðíî, ÷òî e ♯′ e′′.

� Ïî îïðåäåëåíèþ 5 ñïðàâåäëèâî C ′
0 = C ∩ E ′, è, ñëåäîâàòåëüíî, C ′

0 ⊆ E ′.

Òàêèì îáðàçîì, ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî E \C ÿâëÿåòñÿ ÐÏÑÑ. Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî

E \C ∈ cRPES. Äëÿ íà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî E \C îáëàäàåò ñâîéñòâîì ÑÏÑÇ. Âîçüìåì

ïðîèçâîëüíûå ñîáûòèÿ e ∈ E ′ è u ∈ F ′.

� Ïðîâåðèì èñòèííîñòü e ≺′ u ⇔ e = u.

Ïóñòü e ≺′ u. Èç ïóíêòà (à) ñëåäóåò e ≺ u. Òàê êàê E îáëàäàåò ñâîéñòâîì ÑÏÑÇ,

òî e = u.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì e = u. Ïîñêîëüêó E \C ÿâëÿåòñÿ ÐÏÑÑ, òî u ≺′ u äëÿ âñåõ

u ∈ F ′. Çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî e ≺′ u ⇔ e = u.

� Ïðîâåðèì èñòèííîñòü e�′ u ⇔ u <′ e.

Ïóñòü e �′ u (èëè u <′ e). Èç ïóíêòà (à) ñëåäóåò e � u (èëè u < e). Òàê êàê

E îáëàäàåò ñâîéñòâîì ÑÏÑÇ, òî u < e (èëè e � u). Ïîñêîëüêó èìååì e ∈ E ′ è

u ∈ F ′ ⊆ E ′, òî ñïðàâåäëèâî u <′ e (e�′ u), ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî E \ C îáëàäàåò ñâîéñòâîì ÑÏÑÇ.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ C ′
0 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, ëåâî-

çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî <′ è áåñêîíôëèêòíûì ìíîæåñòâîì. Òàê êàê E ∈ cRPES,

òî C0 � êîíå÷íîå, ëåâî-çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî < è áåñêîíôëèêòíîå ìíîæåñòâî.

Òîãäà ïî ëåììå 1 çàêëþ÷àåì, ÷òî êîíôèãóðàöèÿ C òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, ëåâî-

çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî < è áåñêîíôëèêòíûì ìíîæåñòâîì. Âëîæåíèå C ′
0 ⊆ C èñ-

òèííî ïî ëåììå 2(à). Òîãäà ìíîæåñòâî C ′
0 êîíå÷íî è áåñêîíôëèêòíî êàê ïîäìíîæåñò-

âî êîíå÷íîãî è áåñêîíôëèêòíîãî ìíîæåñòâà C. Ïðîâåðèì, ÷òî C ′
0 ëåâî-çàìêíóòî îò-

íîñèòåëüíî <′. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå ñîáûòèÿ x ∈ C ′
0 è y ∈ E ′ òàêèå, ÷òî y <′ x.

Áëàãîäàðÿ ëåììå 2(à) âåðíî y < x è x ∈ C. Òàê êàê ìíîæåñòâî C ëåâî-çàìêíóòî

îòíîñèòåëüíî <, òî y ∈ C. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5 âåðíî C ′
0 = C ∩ E ′. Îòñþäà, ïî-



84 Ãðèáîâñêàÿ Í.Ñ., Âèðáèöêàéòå È.Á. Ñåìàíòèêà ñèñòåì ïåðåõîäîâ ÐÏÑÑ ñî ñâîéñòâîì ÑÏÑÇ

ñêîëüêó y ∈ E ′, ïîëó÷àåì, ÷òî y ∈ C ′
0, ÷òî äîêàçûâàåò ëåâî-çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà

C ′
0.

(â) Ïóñòü a ∈ C̃. Ïî îïðåäåëåíèþ 5, ñóùåñòâóåò e ∈ (C \ F ) ⊆ C òàêîå, ÷òî a ≤ e.

Èç ëåììû 1 çíàåì, ÷òî êîíôèãóðàöèÿ C ëåâî-çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ <.

Îòñþäà ñëåäóåò a ∈ C. Çíà÷èò, âåðíî C̃ ⊆ C. 2

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1.

Ïðåäïîëîæèì E ∈ cRPES è C ∈ Conf(E). Ïî îïðåäåëåíèþ 5, îïðåäåëèì E ′ = E \ C =

(E ′, <′=< ∩ (E ′×E ′), ♯′ = ♯∩(E ′×E ′), F ′ = (F ∩E ′), ≺′=≺ ∩ (E ′×F ′), �′ = �∩ (E ′×F ′),

C ′
0 = C ∩ E ′), ãäå E ′ = E \

(
C̃ ∪ ♯(C̃)

)
. È ïóñòü C ′ ∈ Conf(E ′) òàêàÿ, ÷òî C ′

0

(A∪B)→ C ′ â

E ′. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî C ′
0 ⊆ E ′ � êîíå÷íîå è áåñêîôëèêòíîå ìíîæåñòâî, A ⊆ E ′, B ⊆ F ′,

øàã (A ∪ B) âîçìîæåí èç C ′
0 â E ′ è C ′ = (C ′

0 \ B) ∪ A. Èç ëåììû 2(à) èçâåñòíî, ÷òî

E ′ ⊆ E è F ′ ⊆ F , ÷òî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî A ⊆ E è B ⊆ F . Áîëåå òîãî,

ïîñêîëüêó E ∈ cRPES, òî C0 � êîíå÷íîå, ëåâî-çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ < è

áåñêîíôëèêòíîå ìíîæåñòâî ñîáûòèé. Îòñþäà, áëàãîäàðÿ ëåììå 1, ïîëó÷àåì êîíå÷íîñòü,

áåñêîíôëèêòíîñòü è ëåâî-çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà C.

Óáåäèìñÿ, ÷òî øàã (A ∪ B) âîçìîæåí èç C â E . Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ïóíêòîâ (à)�(ã)

îïðåäåëåíèÿ 3.

(à) Òàê êàê øàã (A ∪ B) âîçìîæåí èç C ′
0 â E ′, òî A ∩ C ′

0 = ∅, B ⊆ C ′
0 è (C ′

0 ∪ A)

� êîíå÷íîå è áåñêîíôëèêòíîå ìíîæåñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ 5 âåðíî: C ′
0 = C ′ ∩ E ′.

Îòñþäà, ïîñêîëüêó A ⊆ E ′ è A∩C ′
0 = ∅, òî èñòèííî A∩C = A∩E ′∩C = ∅. Ñîãëàñíî

ëåììå 2(à), âåðíî C ′
0 ⊆ C. Çíà÷èò, B ⊆ C. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî A, ÿâëÿþùååñÿ

ïîäìíîæåñòâîì êîíå÷íîãî è áåñêîíôëèêòíîãî ìíîæåñòâà (C ′
0∪A), êîíå÷íî è áåñêîí-

ôëèêòíî. Òîãäà ìíîæåñòâî C∪A êîíå÷íî êàê îáúåäèíåíèå äâóõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü áåñêîíôëèêòíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, òî

åñòü ïóñòü ñóùåñòâóþò ñîáûòèÿ e, e′ ∈ C ∪ A òàêèå, ÷òî e ♯ e′. Òàê êàê ìíîæåñòâà C

è A ÿâëÿþòñÿ áåñêîíôëèêòíûìè, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

e ∈ A ⊆ E ′ è e′ ∈ C. Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ:

1. e′ ∈ E ′. Òîãäà âåðíî e′ ∈ C ∩E ′ = C ′
0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ 5, èñòèííî

e ♯′ e′, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò áåñêîíôëèêòíîñòè ìíîæåñòâà C ′
0 ∪ A, ò.å. îïðåäåëå-

íèþ 3(à).

2. e′ ̸∈ E ′. Ïîñêîëüêó E ′ = E \ C̃ ∪ ♯(C̃), òî e′ ∈ C̃ ∪ ♯(C̃).

� e′ ∈ C̃. Ïîñêîëüêó e ♯ e′, òî èñòèííî e ∈ ♯(C̃), è, ñëåäîâàòåëüíî ñîáûòèå
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e íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó E ′, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âëîæåíèþ A ⊆ E ′, ò.å.

óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ 3.

� e′ ∈ ♯(C̃). Ïî îïðåäåëåíèþ 5 ñóùåñòâóåò ñîáûòèå v ∈ C̃ òàêîå, ÷òî e′ ♯ v. Ïî

ïóíêòó (â) ëåììû 2 èçâåñòíî, ÷òî C̃ ⊆ C. Ñëåäîâàòåëüíî âåðíî, ÷òî v ∈ C.

Òàê êàê e′ ♯ v, òî ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ áåñêîíôëèêòíîñòüþ ìíîæåñòâà

C, ò. å. c ëåììîé 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî C ∪ A áåñêîíôëèêòíî.

(á) Ïóñòü e ∈ A, e′ ∈ E è e′ < e. Ðàññìîòðèì äâà äîïóñòèìûõ ñëó÷àÿ:

1. e′ ∈ E ′. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5 ïîëó÷àåì, ÷òî e′ <′ e. Òàê êàê øàã (A ∪ B)

âîçìîæåí èç C ′
0 â E ′, òî ñîáûòèå e′ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó C ′

0 \ B è B ⊆ C ′
0.

Ñîãëàñíî ëåììå 2 (a), âåðíî C ′
0 ⊆ C. Çíà÷èò, e′ ∈ C \B.

2. e′ ̸∈ E ′. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5 èìååì, ÷òî e′ ∈ C̃ ∪ ♯(C̃). Ïîêàæåì, ÷òî e′ ∈

C̃. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü e′ ∈ ♯(C̃). Ïî îïðåäåëåíèþ 5 ñóùåñòâóåò

ñîáûòèå v ∈ C̃ òàêîå, ÷òî e′ ♯ v. Ïîñêîëüêó ÐÏÑÑ E îáëàäàåò ñâîéñòâîì ÑÏÑÇ

è e′ < e, òî âåðíî e′ ≪ e. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2, òàê êàê v ♯ e′ ≪ e, òî v ♯ e,

òî åñòü e ∈ ♯(C̃), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðèíàäëåæíîñòè ñîáûòèÿ e ìíîæåñòâó E ′.

Çíà÷èò, èñòèííî e′ ∈ C̃. Ïî ïóíêòó (â) ëåììû 2 èçâåñòíî, ÷òî C̃ ⊆ C, òî åñòü

e′ ∈ C. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó e′ ̸∈ E ′ è B ⊆ E ′, òî âåðíî e′ ̸∈ B. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïîëó÷àåì, ÷òî e′ ∈ C \B.

(â) Ïóñòü e ∈ B, e′ ∈ E è e′ ≺ e. Ïîñêîëüêó ÐÏÑÑ E îáëàäàåò ñâîéñòâîì ÑÏÑÇ, òî e′ ≺ e

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà e′ = e. Äàëåå, òàê êàê e ∈ B ⊆ C, òî e′ = e ∈ C \(B \{e}).

(ã) Ïóñòü e ∈ B, e′ ∈ E è e′ � e. Ïðîâåðèì äâà âîçìîæíûõ âàðèàíòà:

1. e′ ∈ E ′. Áëàãîäàðÿ îïðåäåëåíèþ 5 âåðíî e′�′ e. Òàê êàê øàã (A∪B) âîçìîæåí èç

C ′
0 â E ′, òî e′ ̸∈ (C ′

0 ∪A). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5, âåðíî C ′
0 = C ∩E ′. Ïîñêîëüêó

e′ ∈ E ′, òî e′ ̸∈ C ∪ A.

2. e′ ̸∈ E ′. Ïî îïðåäåëåíèþ 5 èìååì e′ ∈ C̃ ∪ ♯(C̃). Ïîêàæåì, ÷òî e′ ∈ ♯(C̃). Ïðåäïî-

ëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü e′ ∈ C̃. Ïî Îïðåäåëåíèþ 5 ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå

ñîáûòèÿ v ∈ C \ F òàêîãî, ÷òî e′ ≤ v. Ïîñêîëüêó ÐÏÑÑ E îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ÑÏÑÇ è e′ � e, òî e < e′. Òîãäà, ïî òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ < ïîëó÷àåì, ÷òî

e ≤ v, òî åñòü e ∈ C̃, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âëîæåíèþ B ⊆ F ′ ⊆ E ′, ò.å. îïðåäå-

ëåíèþ 3. Òàêèì îáðàçîì, èìååì e′ ∈ ♯(C̃). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5, ñóùåñòâóåò

ñîáûòèå c ∈ C̃ òàêîå, ÷òî e′ ♯ c. Äàëåå, ïî ëåììû 2(à), èçâåñòíî C̃ ⊆ C. Ïîñêîëüêó
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C ∪ A áåñêîíôëèêòíîå ìíîæåñòâî, òî e′ ̸∈ C ∪ A.

Òàêèì îáðàçîì, øàã (A ∪ B) âîçìîæåí èç C â E . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì C
(A∪B)→ C ′′

â E è C ′′ = (C \B) ∪ A.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî E \ C ′′ = E ′ \ C ′. Íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ 5 âåðíî:

� E ′ = (E ′, <′=< ∩ (E ′ × E ′), ♯′ = ♯ ∩ (E ′ × E ′), F ′ = (F ∩ E ′), ≺′=≺ ∩ (E ′ × F ′),

�′ = � ∩ (E ′ × F ′), C ′
0 = C ′ ∩ E ′), ãäå E ′ = E \

(
C̃ ∪ ♯(C̃)

)
;

� E ′ \ C ′ = (E, < =<′ ∩ (E × E), ♯ = ♯′ ∩ (E × E), F = (F ′ ∩ E), ≺ =≺′ ∩ (E × F ),

� = �′ ∩ (E × F ), C0 = C ′ ∩ E), ãäå E = E ′ \
(
C̃ ′ ∪ ♯′(C̃ ′)

)
;

� E \C ′′ = (E ′′, <′′=< ∩ (E ′′×E ′′), ♯′′ = ♯∩(E ′′×E ′′), F ′′ = (F ∩E ′′), ≺′′=≺ ∩ (E ′′×F ′′),

�′′ = � ∩ (E ′′ × F ′′), C ′′
0 = C ′′ ∩ E ′′), ãäå E ′′ = E \

(
C̃ ′′ ∪ ♯(C̃ ′′)

)
.

Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî âåðíî E ′′ = E. Äëÿ ýòîãî óñòàíîâèì èñòèííîñòü ñëåäóþùèõ

âëîæåíèé.

1. C̃ ′′ ⊆ (C̃ ∪ C̃ ′). Ïóñòü x ∈ C̃ ′′. Òîãäà ñóùåñòâóåò y ∈ C ′′ \ F òàêîå, ÷òî x ≤ y. Òàê êàê

C ′′ = (C \B) ∪ A, òî äâà ñëó÷àÿ âîçìîæíû.

(a) y ∈ (C \B) \ F . Òàê êàê B ⊆ F , âåðíî y ∈ C \ F , ò.å. x ∈ C̃, ïî îïðåäåëåíèþ 5.

(b) y ∈ A \ F . Òîãäà èìååì y ∈ E ′, ïîñêîëüêó âåðíî A ⊆ E ′. Äîïóñòèìû äâà ñëó÷àÿ.

i. x ∈ E ′. Ïî îïðåäåëåíèþ 5, âåðíî x ≤′ y. Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâî A \ F ⊆

A \ F ′, ïîòîìó ÷òî F ′ ⊆ F . Çíà÷èò, â ñèëó C ′ = (C ′
0 \ B) ∪ A, ïîëó÷àåì

x ∈ ⌊A \ F ′⌋≤′ ⊆ ⌊C ′ \ F ′⌋≤′ = C̃ ′, ïî îïðåäåëåíèþ 5.

ii. x ̸∈ E ′. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5, èìååì x ∈ C̃ ∪ ♯(C̃). Ïîêàæåì, ÷òî x ̸∈ ♯(C̃).

Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

� x = y ∈ A \ F . Ïîñêîëüêó (C ∪ A) � áåñêîíôèëèêòíîå ìíîæåñòâî, ïî

îïðåäåëåíèþ 3(à), è C̃ ⊆ C, ïî ëåììå 2(â), òî âåðíî x ̸∈ ♯(C̃), ïî îïðåäå-

ëåíèþ 5.

� x < y ∈ A\F . Òîãäà èìååì x ∈ C, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3(á). Òàê êàê C �

áåñêîíôèëèêòíîå ìíîæåñòâî, ïî îïðåäåëåíèþ 3, è C̃ ⊆ C, ïî ëåììå 2(â),

òî ñïðàâåäëèâî x ̸∈ ♯(C̃), ïî îïðåäåëåíèþ 5.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì x ∈ C̃.

2. C̃, C̃ ′ ⊆ C̃ ′′.

Ïóñòü x ∈ C̃. Òîãäà ñóùåñòâóåò y ∈ C \F òàêîå, ÷òî x ≤ y. Òàê êàê C ′′ = (C \B)∪A

è B ⊆ F , òî èìååì y ∈ C ′′ \ F , ò.å. x ∈ C̃ ′′.

Ïóñòü x ∈ C̃ ′. Òîãäà ñóùåñòâóåò y ∈ C ′ \ F ′ ⊆ E ′ òàêîå, ÷òî x ≤′ y. Êðîìå òîãî,
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ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5, èìååì F ′ = F ∩E ′ è C ′
0 = C∩E ′. Òàê êàê C ′′ = (C \B)∪A è

C ′ = ((C∩E ′)\B)∪A, òî âåðíî y ∈ C ′′\F ′. Â ñèëó òîãî, ÷òî ñïðàâåäëèâî F ′ = F ∩E ′,

y ̸∈ F ′ è y ∈ E ′, çàêëþ÷àåì, ÷òî y ̸∈ F , ò.å. y ∈ C ′′ \ F . Ïî ëåììå 2(à), ïîëó÷àåì

x ≤ y, ïîñêîëüêó âåðíî x ≤′ y. Ñëåäîâàòåëüíî, èñòèííî x ∈ C̃ ′′.

3. ♯(C̃ ′′) ⊆ (♯(C̃) ∪ ♯′(C̃ ′)). Ïóñòü x ∈ ♯(C̃ ′′). Òîãäà ñóùåñòâóåò y ∈ C̃ ′′ òàêîå, ÷òî x ♯ y.

Ïî îïðåäåëåíèþ 5, íàéäåòñÿ z ∈ C ′′ \ F òàêîå, ÷òî y ≤ z. Ïîñêîëüêó E ïðèíàäëåæèò

êëàññó cRPES, òî ïîëó÷àåì x ♯ z. Òàê êàê C ′′ = (C \B)∪A, òî âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

(a) z ∈ (C \ B) \ F . Òîãäà âåðíî z ∈ C \ F , áëàãîäàðÿ B ⊆ F . Çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî

x ∈ ♯(C̃).

(b) z ∈ A \ F . Òîãäà èìååì z ∈ E ′, ïîñêîëüêó âåðíî A ⊆ E ′. Äîïóñòèìû äâà ñëó÷àÿ.

i. x ∈ E ′. Òàê êàê F ′ ⊆ F , ñîãëàñíî ëåììå 2 (à), òî z ∈ A \ F ′. Â ñèëó òîãî,

÷òî C ′ = (C ′
0 \ B) ∪ A, ïîëó÷àåì z ∈ C ′ \ F ′. Ïîñêîëüêó C ′ \ F ′ ⊆ C̃ ′, ïî

îïðåäåëåíèþ 5, èìååì z ∈ C̃ ′. Âíîâü ïî îïðåäåëåíèþ 5, âåðíî x ♯′ z, òàê êàê

x ♯ z. Òîãäà èñòèííî x ∈ ♯′(C̃ ′).

ii. x ̸∈ E ′. Ïî îïðåäåëåíèþ 5, ýòî îçíà÷àåò x ∈ C̃ ∪ ♯(C̃). Òàê êàê èìååì z ∈ E ′,

òî âåðíî z ̸∈ C̃ ∪ ♯(C̃). Ïîñêîëüêó z ̸∈ ♯(C̃), ïîëó÷àåì x ̸∈ C̃. Òîãäà èñòèííî

x ∈ ♯(C̃).

4. ♯(C̃), ♯′(C̃ ′) ⊆ ♯(C̃ ′′).

Ïóñòü x ∈ ♯(C̃). Òîãäà ñóùåñòâóåò y ∈ C̃ òàêîå, ÷òî x ♯ y. Ïî ïóíêòó 2, èìååì y ∈ C̃ ′′.

Çíà÷èò, âåðíî x ∈ ♯(C̃ ′′).

Ïóñòü x ∈ ♯′(C̃ ′). Òîãäà ñóùåñòâóåò y ∈ C̃ ′ òàêîå, ÷òî x ♯′ y. Ïî ëåììå 2(à), ïîëó÷àåì

x ♯ y. Ïî ïóíêòó 2, èìååì y ∈ C̃ ′′. Çíà÷èò, èñòèííî x ∈ ♯(C̃ ′′).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èëè C̃ ′′ = (C̃ ∪ C̃ ′) è ♯(C̃ ′′) = (♯(C̃) ∪ ♯′(C̃ ′)). Òîãäà íåòðóäíî

óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âåðíî E ′′ = E. Ïðîâåðèì, ÷òî F ′′ = F . Ïî îïðåäåëåíèþ 5, ïîëó÷àåì,

÷òî F ′′ = F ∩E ′′ è F = F ′∩E = (F ∩E ′)∩E. Ñîãëàñíî ëåììå 2(à), èçâåñòíî E ⊆ E ′. Îòñþäà

çàêëþ÷àåì, ÷òî âåðíî F = F ∩E = F ∩E ′′ = F ′′, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà E ′′ è E ñîâïàäàþò.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ∇′′ = ∇ äëÿ êàæäîãî îòíîøåíèÿ ∇ ∈ {≺, ♯, <,�}. Îñòàëîñü

ïîêàçàòü ñîâïàäåíèå íà÷àëüíûõ êîíôèãóðàöèé. Ïî îïðåäåëåíèþ 5, èìååì C ′′
0 = C ′′ ∩E ′′ è

C0 = C ′ ∩ E, ãäå C ′′ = (C \ B) ∪ A è C ′ = (C ′
0 \ B) ∪ A = ((C ∩ E ′) \ B) ∪ A. Ïîñêîëüêó

A ⊆ E ′ è B ⊆ F ′, òî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî âåðíî: C ′ = ((C \B)∪A)∩E ′ = C ′′ ∩E ′. Â ñèëó

ëåììû 2(à), èìååì E ⊆ E ′. Òîãäà ñïðàâåäëèâî C0 = C ′ ∩E = C ′′ ∩E ′ ∩E = C ′′ ∩E = C ′′
0 .

Òàêèì îáðàçîì, èñòèííî E \ C ′′ = (E \ C) \ C ′. 2
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Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.

Ïðåäïîëîæèì E ∈ cRPES è C ′, C ′′ ∈ Conf(E) òàêèå, ÷òî C ′ (A∪B)→ C ′′ â E . Ïîñêîëüêó

C ′ (A∪B)→ C ′′ â E , òî èìååì ñëåäóþùåå: C ′ ⊆ E � êîíå÷íîå è áåñêîôëèêòíîå ìíîæåñòâî,

A ⊆ E, B ⊆ F , øàã (A ∪ B) âîçìîæåí èç C ′ â E è C ′′ = (C ′ \ B) ∪ A. Ïî îïðåäåëåíèþ 5,

îïðåäåëèì E \C ′ = (E ′, <′=< ∩ (E ′×E ′), ♯′ = ♯∩(E ′×E ′), F ′ = (F ∩E ′), ≺′=≺ ∩ (E ′×F ′),

�′ = � ∩ (E ′ × F ′), C ′
0 = C ′ ∩ E ′), ãäå E ′ = E \

(
C̃ ′ ∪ ♯(C̃ ′)

)
.

Ïðåäëîæåíèå À. (à) A ⊆ E ′; (á) B ⊆ F ′.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ À.

(à) Ïîêàæåì, ÷òî âåðíî A ⊆ E ′. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò.å. ñóùåñòâóåò a ∈ A òàêîå,

÷òî a ̸∈ E ′. Ïîñêîëüêó E ′ = E \
(
C̃ ′ ∪ ♯(C̃ ′)

)
è A ⊆ E, òî a ïðèíàäëåæèò C̃ ′ ∪ ♯(C̃ ′).

� a ∈ C̃ ′. Ïî ëåììå 2(â), èìååì a ∈ C ′, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò A∩C ′ = ∅, ò.å. îïðåäåëå-

íèþ 3(à).

� a ∈ ♯(C̃ ′). Òîãäà a ♯ e äëÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ e ∈ C̃ ′. Â ñèëó ëåììû 2(â), âåðíî

e ∈ C ′. Ïîñêîëüêó èìååì, ÷òî a ∈ A, e ∈ C ′ è a ♯ e, òî ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ

ñ áåñêîíôëèêòíîñòüþ ìíîæåñòâà (C ′ ∪ A), ò.å. ñ îïðåäåëåíèåì 3(à).

Òàêèì îáðàçîì, âåðíî A ⊆ E ′.

(á) Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî B ⊆ F ′. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò.å. ñóùåñòâóåò b ∈ B

òàêîå, ÷òî b ̸∈ F ′. Ïîñêîëüêó E ′ = E \
(
C̃ ′ ∪ ♯(C̃ ′)

)
, F ′ = F ∩ E ′ è B ⊆ F , òî b

ïðèíàäëåæèò C̃ ′ ∪ ♯(C̃ ′).

� b ∈ C̃ ′. Ïî îïðåäåëåíèþ 5, ñóùåñòâóåò e ∈ (C ′ \ F ) òàêîå, ÷òî âåðíî b < e, ïî-

ñêîëüêó èìååì e ̸= b ∈ B ⊆ F . Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ÐÏÑÑ E îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ÑÏÑÇ, ïîëó÷àåì e � b. Òàê êàê øàã (A ∪ B) âîçìîæåí èç C ′ â E , òî ïðèøëè ê

ïðîòèâîðå÷èþ ñ òðåáîâàíèåì e ̸∈ (C ′ ∪ A), ò.å. ñ îïðåäåëåíèåì 3(ã).

� b ∈ ♯(C̃ ′). Òîãäà âåðíî b ♯ e äëÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ e ∈ C̃ ′. Â ñèëó ëåììû 2(â),

âåðíî e ∈ C ′. Òàê êàê øàã (A ∪ B) âîçìîæåí èç C ′ â E , òî b ∈ B ⊆ C ′, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò áåñêîíôëèêíîñòè ìíîæåñòâà C ′, ò.å. óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ 3.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî B ⊆ F ′. 2

Óáåäèìñÿ, ÷òî øàã (A ∪ B) âîçìîæåí èç C ′
0 â E \ C ′. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ïóíêòîâ

(à)�(ã) îïðåäåëåíèÿ 3.

(à) Òàê êàê øàã (A∪B) âîçìîæåí èç C ′ â E , òî A∩C ′ = ∅, B ⊆ C ′ è (C ′∪A) � êîíå÷íîå è

áåñêîíôëèêòíîå ìíîæåñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 2(à), âåðíî C ′
0 ⊆ C ′. Çíà÷èò, ïîëó÷àåì,

÷òî A ∩ C ′
0 = ∅ è ìíîæåñòâî (C ′

0 ∪ A), ÿâëÿþùååñÿ ïîäìíîæåñòâîì êîíå÷íîãî è áåñ-
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êîíôëèêòíîãî ìíîæåñòâà (C ′ ∪ A), êîíå÷íî è áåñêîíôëèêòíî. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü,

÷òî B ⊆ C ′
0. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ À(á), èìååì B ⊆ F ′. Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ 5

âåðíî: F ′ = F ∩ E ′ è B ⊆ F , òî òàêæå âåðíî, ÷òî B ⊆ E ′. Âíîâü ñîãëàñíî îïðåäåëå-

íèþ 5, ïîñêîëüêó èñòèííî B ⊆ C ′, òî èñòèííî B ⊆ C ′ ∩ E ′ = C ′
0.

(á) Ïóñòü e ∈ A, e′ ∈ E ′ è e′ <′ e. Áëàãîäàðÿ ëåììå 2(à), ïîëó÷àåì e′ < e. Òàê êàê øàã

(A ∪ B) âîçìîæåí èç C ′ â E , òî èìååì e′ ∈ C ′ \ B. Îòñþäà âåðíî, ÷òî e′ ∈ C ′ ∩ E ′ è

e′ ̸∈ B. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî e′ ∈ (C ′
0 = C ′ ∩ E ′) \B, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 5.

(â) Ïóñòü e ∈ B, e′ ∈ E ′ è e′ ≺′ e. Ïî ëåììå 2(à), ïîëó÷àåì e′ ≺ e. Òàê êàê øàã (A ∪ B)

âîçìîæåí èç C ′ â E , òî e′ ∈ C ′ \ (B \ {e}), ò.å. e′ ∈ C ′ è e′ ̸∈ B \ {e}. Ñëåäîâàòåëüíî,

èñòèííî e′ ∈ ((C ′
0 = C ′ ∩ E ′) \ (B \ {e})), ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5.

(ã) Ïóñòü e ∈ B, e′ ∈ E ′ è e′�′ e. Áëàãîäàðÿ ëåììå 2(à), âåðíî e′�e. Òàê êàê øàã (A∪B)

âîçìîæåí èç C ′ â E , òî e′ ̸∈ (C ′∪A). Èç ëåììû 2(à) èçâåñòíî C ′
0 ⊆ C ′. Ñëåäîâàòåëüíî,

âåðíî e′ ̸∈ (C ′
0 ∪ A).

Òàêèì îáðàçîì, øàã (A∪B) âîçìîæåí èç C ′
0 â E\C ′. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì C ′

0

(A∪B)→ C

â E \ C ′ è C = (C ′
0 \B) ∪ A.

Ïîñêîëüêó E ∈ cRPES, òî ïî óòâåðæäåíèþ 1 èñòèííî C ′ (A∪B)→ C ′′′ â E è E \ C ′′′ =

(E \C ′)\C. Ïî îïðåäåëåíèþ 3, òàê êàê øàã (A∪B) âîçìîæåí èç C ′, òî C ′′′ = ((C ′ \B)∪A),

à çíà÷èò êîíôèãóðàöèè C ′′ è C ′′′ ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, E \ C ′′ = (E \ C ′) \ C. 2

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3.

(à) Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ êîíôèãóðàöèþ C ∈ Conf(E). Ïî îïðåäåëåíèþ 3, äëÿ êàæäî-

ãî 1 ≤ i ≤ n ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà Ai ⊆ E è Bi ⊆ F òàêèå, ÷òî Ci−1

(Ai∪Bi)→ Ci è C =

Cn (n ≥ 0). Ïî ýòîìó æå îïðåäåëåíèþ î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî 0 ≤ i ≤ n âåðíî:

Ci ∈ Conf(E). Òîãäà, ïîñêîëüêó E ∈ cRPES, áëàãîäàðÿ ëåììå 2(á) äëÿ êàæäîãî

0 ≤ i ≤ n èñòèííî, ÷òî Fi = E \ Ci ∈ cRPES. Áîëåå òîãî, òàê êàê E ∈ cRPES è

Ci

(Ai+1∪Bi+1)
→ Ci+1 äëÿ êàæäîãî 0 ≤ i < n, òî ïî óòâåðæäåíèþ 2 äëÿ êàæäîãî 0 ≤ i < n

âåðíî, ÷òî Ci
0

(Ai+1∪Bi+1)
→ Ci

1 â Fi è Fi+1 = Fi \ Ci
1. Ïî îïðåäåëåíèþ 7 ýòî îçíà÷àåò,

÷òî Fi

(Ai+1∪Bi+1)
⇀ Fi+1 äëÿ êàæäîãî 0 ≤ i < n. Òàêèì îáðàçîì, òàê êàê F0 = E \ C0 è

Fn = E \ C, âíîâü ïî îïðåäåëåíèþ 7 ïîëó÷àåì, ÷òî E \ C ∈ Reach(E).

(á) Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ E ′ ∈ Reach(E). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ 7, ñóùåñòâó-

þò E0, . . . , En (n ≥ 0) òàêèå, ÷òî E0 = E \ C0, En = E ′ è äëÿ êàæäîãî 0 ≤ i < n âåðíî:

Ei
(Ai+1∪Bi+1)

⇀ Ei+1. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè è ïîêàæåì, ÷òî

äëÿ ëþáîãî 0 ≤ i ≤ n ñóùåñòâóåò Ci ∈ Conf(E) òàêàÿ, ÷òî Ei = E \ Ci.
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i = 0. Î÷åâèäíî, C0 ∈ Conf(E) è E0 = E \ C0.

i > 0. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì, ÷òî Ei = E\Ci äëÿ íåêîòîðîé êîíôèãóðàöèè

Ci ∈ Conf(E). Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò Ci+1 ∈ Conf(E) òàêàÿ, ÷òî Ei+1 = E \

Ci+1. Ïîñêîëüêó Ei
(Ai+1∪Bi+1)

⇀ Ei+1, òî ïî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèÿ ⇀ ïîëó÷àåì,

÷òî Ei+1 = Ei \ Ci
1 äëÿ íåêîòîðîé Ci

1 ∈ Conf(Ei) òàêîé, ÷òî Ci
0

(Ai+1∪Bi+1)
→ Ci

1 â Ei.

Òîãäà, òàê êàê E ∈ cRPES, Ei = E\Ci è Ci
0

(Ai+1∪Bi+1)
→ Ci

1 â Ei, òî ïî óòâåðæäåíèþ 1

ïîëó÷àåì, ÷òî Ci

(Ai+1∪Bi+1)
→ Ci+1 â E è E \ Ci+1 = Ei \ Ci

1 = Ei+1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå Cn ∈ Conf(E) òàêîé, ÷òî E ′ = En = E \ Cn.

(â) Ïóñòü êîíôèãóðàöèè C,C ′ ∈ Conf(E) âûáðàíû òàê, ÷òî C
(A∪B)
⇁ C ′. Ïî îïðåäåëåíèþ

îòíîøåíèÿ ⇁ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî C
(A∪B)→ C ′ â E . Ñîãëàñíî ïóíêòó (à) èìååì, ÷òî

E \C, E \C ′ ∈ Reach(E). Òàê êàê E ∈ cRPES è C
(A∪B)→ C ′ â E , òî ïî óòâåðæäåíèþ 2

èñòèííî, ÷òî C ′
0

(A∪B)→ C ′
1 â E \ C è E \ C ′ = (E \ C) \ C ′

1. Îäíàêî, â ñîîòâåòñòâèè ñ

îïðåäåëåíèåì îòíîøåíèÿ ⇀, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî E \ C (A∪B)
⇀ E \ C ′.

(ã) Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì E ′, E ′′ ∈ Reach(E) òàê, ÷òîáû E ′ (A∪B)
⇀ E ′′. È ïóñòü

E ′ = E \ C ′ äëÿ íåêîòîðîé C ′ ∈ Conf(E). Çàìåòèì, ÷òî ïî ïóíêòó (á) êàê ìèíèìóì

îäíà òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñóùåñòâóåò. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèÿ ⇀, âåðíî:

E ′′ = E ′ \ C ′
1, ãäå C ′

0

(A∪B)→ C ′
1 â E ′. Òîãäà, ïîñêîëüêó E ∈ cRPES, ïî óòâåðæäåíèþ 1,

ïîëó÷àåì, ÷òî C ′ (A∪B)→ C ′′ â E è E \ C ′′ = E ′ \ C ′
1 = E ′′. Áëàãîäàðÿ îïðåäåëåíèþ

îòíîøåíèÿ ⇁ èìååì, ÷òî C ′ (A∪B)
⇁ C ′′. 2


